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Définition de l'indice de Gini

» Soit ) une variable quantitative positive (le revenu, par
example) et F() sa fonction de répartition ;

> L'indice de Gini (1914) est une mesure de concentration
(parmi les plus connues) utilisée dans les études économiques,

_ }f [ v — u|dF (u)dF(v)
2 J udF(u)

G

en supposant que [ udF(u) # 0.

» Il mesure la dispersion de ) a l'intérieur d'une population.
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» Le plus souvent, G est utilisé pour évaluer les inégalités de
revenu dans un pays a des différents époques ou entre
différents pays a la méme époque;

» Durant les derniéres années, G a été utilisé dans d’autres
domaines que économique : biologie (Graczyk, 2007),
environnement (Druckman and Jackson, 2008 ; Groves-Kirkby
et al., 2009) or astrophysique (Lisker, 2008) ;

> Sa définition est liée a la courbe de Lorentz (est le double de
I'aire compris entre la courbe de Lorentz et la premiére
bissectrice).
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Definition de I'indice de Gini

Définition de l'indice de Gini en population finie

» On considére une population U de taille N et y1,...,yn les
valeurs de )V mesurées sur U.

» L'indice de Gini devient

EZkeU ZleU ‘yk - yl’

G =
2 N ZkEU Yk

> siyp =y, k,l €U alors G =0 :;
= Siy1=-~=yN71=0€tyN>0,a|orsG:1—%;
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» Pour des données distinctes, y; < y2 < ... < yn, l'indice de
Gini peut s'écrire (Nygard and Sandstrom, 1985) :

oo 2y (2F(yr) —1) 1

ty N
» La méme relation est valable si on a des ex-aequo (Deville,
1997);

> Le terme 1/N est appelé par Nygard and Sandstrom (1985)
"correction en population finie de G" souvent négligé dans la
littérature ;

» Dans la suite de I'exposé, on prend G sans le terme 1/N.
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Estimation de I'indice de Gini dans le cas d'un seul échantillon
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Estimation de |'indice de Gini

» On sélectionne un échantillon s dans U de taille n selon un
plan de sondage p(-); soient 7, et 7y, les probabilités de
premier et deuxiéme degré;

o= 2u ¥k (2F () —1)
ty

estimé par

‘@

Y

o
||

2 (2P
> E

» Variance Var(G)?

> L'estimateur de la variance Var(G)?

C. Goga, camelia.goga@u-bourgogne.fr Indice de Gini et évolution de I'indice de Gini: linéarisation



Definition de I'indice de Gini
Estimation de I'indice de Gini dans le cas d’un seul échantillon
Estimation de la ance : linéarisation versus bootstrap

Estimation de I’évolution de I'indice de Gini
Etude par simulation

L'estimation de la variance de G a été étudiée par

> la méthode de linéarisation : Deville (1999), Kovacevi¢ &
Binder (1997).

» jackknife généralisé : Berger (2008); il montre en particulier
que c'est équivalent a la linéarisation.

» bootstrap (pour sondage aléatoire simple avec remise et

stratifié) et intervalles de confiance basées sur la vraisemblance
empirique (Qin et al., 2010).
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Principe des méthodes de linéarisation

1. Linearisation de Taylor : Sarndal et al. 1992
2. Equations estimantes : KovaZevi¢ & Binder, 1997 ;
3. Fonction d’influence : Deville, 1999;

Consiste a trouver une variable linéarisée uy, (inconnue) et a approxi-

mer
; D s Uk Uk Ul
Var(¢) ~ Var( - ZZAZ
~ o~ Uk) Ay Gy,
Var(¢) = Var [ =1k — R
B =Var () =3 U

1, |'estimateur de la variable linéarisée
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Estimation de la variance : linéarisation versus bootstrap

Estimation de la variance de GG par linéarisation par la
fonction d'influence
> Soit M =) ;; 0y, et

_ J{2F(y) — 1}ydM(y)
JydM(y)

ot F(-) est la fonction de répartition empirique définie comme

G = T(M)

1

FW) = oy | HendM©)

» Soit M = > U Wkby, avec wy = 1/my, si k € s et zéro sinon
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» par la fonction d'influence (Deville, 1999) on obtient la
variable linéarisée de G :
Yk — Yk« G+1+1—G

up = 2F (yx) S T U i
) )

ou ¥, . est la moyenne de y; inférieurs a yy.

» pour SAS de taille n, I'estimateur de la variance de G est
A 1-—
Vin(G) = N2—= f S2,

ol 4 est |'estimation de w dans |'échantillon s.
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Estimation de la variance : linéarisation versus bootstrap

L 'estimation de la variance : méthodes de rééchantillonnage

1. jackknife : calculer de facon répétitive I'estimateur en enlevant
une observation (Rao et al., 1992, Berger & Skinner, 2005.)

2. bootstrap

> bootstrap sans remise (Gross, 1980, Chauvet, 2007)
> "mirror-match" bootstrap (Sitter, 1992)
» "rescaled" bootstrap (Rao and Wu, 1988)
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Estimation de la variance : linéarisation versus bootstrap

Algorithme de bootstrap sans remise (BWO) proposé par
Gross

» Cet algorithme a été proposé par Gross (1980) pour le sondage
alatoire simple sans remise (SAS) et étendu ultérieurement a
d'autres plans de sondage ;

» On reproduit les conditions de tirage de départ, en dupliquant
m = N/n (supposé entier) fois chaque unité de s. Une
pseudo-population U* de taille N est ainsi créée.

Soient y; les valeurs répliquées de la variable d'intérét sur U*.

(Plusieurs méthodes ont été proposées pour le cas N/n non
entier).
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» On sélectionné C échantillons s} dans U* selon SAS de taille
n.

> Soit M} =) .. wg1y- une réplication de la mesure M, avec
x (
wy, = N/n pour k € s} et zéro sinon; c=1,...,C.

» Une réplication de G = T'(M) est obtenue par le principe de
"plug-in",
G, =T(M}), c=1,...,C.

[
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~ ~

» La variance de G = T'(M) est estimée par
R . N2
Vi (G) — 3, {G* - E*(G*)} :

ou E.,, resp. Vi, est I'espérance, resp. la variance, par rapport
au plan de ré-échantillonnage

» de facon empirique,
~ ]_ A —-— 2
vewo(Q) = —— Z{GC—G*} ,
ot G* = ! S G
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Intervalles de confiance : linéarisation

On suppose que le plan d'échantillonnage est tel que I'estimateur de
Horvitz-Thompson satisfait le théorém central limite.

L'intervalle de confiance asymptotique (1 — 2a)% de G est

[G - za\/m,@ + ZQM]

ou 2, est le quantile d'ordre « de la loi (0, 1).
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Estimation de la variance : linéarisation versus bootstrap

Intervalles de confiance : bootstrap

» méthode de percentiles : on considére les estimations bootstrapés
ordonnées GZ‘C), c=1,...,C avec C le nombre de réplications et

I'intervalle de confiance (1 — 2a)% est
{ (@) ?U)}
avec L=aCetU = (1 - a)C.

> bootstrap-t : on utilise les réplications ordonnées de la statistique
G-

G
\/vBwo G)
[ )\ vBwo(G),G — 1)/ UBWO(G):| :
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Estimation de I'évolution de l'indice de Gini

Estimation de |'évolution de l'indice de Gini entre deux
périodes

» On veut estimer |'évolution de |'indice de Gini entre deux dates
d=1,2
AG =Gy — Gy

» Goga et al. (2009) suggerent un estimateur composite de AG;
ils analysent également |'estimateur de la variance de AG
obtenue par linéarisation par la fonction d’influence;

» On propose d'étendre I'algorithme de Gross au cas de deux
échantillons ;

» On compare |'estimateur de la variance obtenu par
linéarisation et bootstrap dans le cas du plan de sondage
aléatoire simple sans remise bi-dimensionnel
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Estimation de I'évolution de l'indice de Gini

Le plan aléatoire simple sans remise bi-dimensionnel (SAS2)

Le plan bidimensionnel : une probabilité p(s = (s1, s2)) de sélection-
ner s = (s1,s2) € [P(U)]2

p(s) >0 and Zp(s) =1.

SlesMile S3, N3

82 I ! 52.’ 712. 1

Le plan aléatoire simple sans remise bidimensionnel (SAS2) :

nl.!nglng.!(]\f — TNle — N3 — n2.>!

p(s = (s1,52)) =

N!
le Nie 3 ns 2 N2e
= — i = — v =
k N ) k N’ k N
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Estimation de I'évolution de l'indice de Gini

Estimation composite de M; and M,
» Soit ), la variable d'intérét a I'époque d = 1 et )V la méme
variable mesurée a I'époque d = 2;
» L’'évolution de Gini peut s'écrire AG = G2 — G1 = T(M;, M)
> La mesure My =), 9y, est estimée sur s, par (pour SAS2)
Md,o = NTL;I Z 5ydk
k€E€se
pourd=1,2 et o € {1e,3,20}.

> Les estimateurs composites de M7 et M> sont

]\;jlco = a J\;II.,lo + (]. e a) Nfl’g,
]\7[5:0 = b ]\;[2’2. + (1 = b) Nf2’37
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Estimation composite de AG

» L'estimation composite de AG est

Ao - JRF ) - Byddig°(y)  [{2F(°(y) — 1yddi(y)
J ydM5°(y) JydMie(y)

1 R
ob F5o(y) = { [ M (n) } [ 1gesyydd g2 (€)

> Pour SAS2, AG” — AG est approximé par (Goga et al., 2009)

Nb(aZSzo - ﬂ2383) - Na(’alvslo - al,ss) + N(a2,83 - 17'1733)'
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Estimation de I'évolution de l'indice de Gini

Variance asymptotique et estimateur de |la variance pour

SAS2

» La variance asymptotique est donnée par
v (Z\G‘ ) ~ N2 {c1(a)S2, 1y — 2612(0, b)Surup.v + c2(0)S2, 1/}

avec c¢i(a), c1a(ab), ca(b) constantes dépendant de a, b et ny,ng, n3.

» Les estimateurs de la variance sont
Vint (AG ) = N2 {Cl (a)Sﬁhsz — 2012(0,, b)Sﬂ1ﬂ2733 + 02(b)51%2733}

Vuni (@Co) = N? {cl (a)S?“,sl - 2612(@, b>Sﬁ1ﬁ2733 + 02(b)51%2,52}
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Deux cas particuliers

» L’'estimateur intersection : a = b = 0 et SAS2,
———int
AG" — AG ~ N(tig,s; — li15,)
> L'estimateur union : @ = nje/n1 et b = nge/no et SAS2

——unt

AG " — AG ~ N(iig,q, — U1,s,)
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Definition de I'indice de Gini
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Estimation de I’évolution de l'indice de
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Algorithme de bootstrap pour SAS2

» on duplique N/ng fois pour k € s3; on obtient U* de taille NV;
on note (yi.,ya;) les valeurs ainsi obtenues;

> s* = (s7, s5) est sélectionné dans U* selon SRS2 de taille nj.,,
n3 et Noe;

* % * ok % * * % *
on note sj, = s} \ 83, 55 = s] N s5 et 55, = 55\ s7.

» Soit ]/\4\50*, d = 1,2 la réplication de ]\//Tg" et
AG™" = T(Meor, Meor).

C. Goga, camelia.goga@u-bourgogne.fr Indice de Gini et évolution de I'indice de Gini: linéarisation



ion nd e Gini
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Esti de I'évolution de I'indice de Gini
Etude par simulation

. —=CO . L
» La variance de AG  est estimée par

——co* -~ ~ 2
174 (AG ) - B, {ACO* - E*(QCO*)}
> version empirique : s} = (s¥;,5%),c=1,...,C, in U*. La
variance (bootstrap) de AG” est estimée par
@

——=.Co 1 C,CO% ——cox 2
vwo(AG ) = C_lz{AG —AG }

c=1

——=c,co% Lo ——co* ,
ou AG est une réplication de AG  issue de s} et
———cCo* ——C,CO%

AG =C! ZC L AG”
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Estimation de I'évolution de l'indice de Gini

Cas de |'évolution d'une moyenne : estimateur intersection

On considére Ay =y, — 7, et le plan SRS2.

—int
> l'estimateur intersection : Ay = N (Y, ;, — ¥1,5,) avec variance
—1int 1 — f
2 3 o2
V<Ay )=N SyZ*yl’U

ns

» estimation par bootstrap

—int N(ng —1) —~int N(ng—1) 51— f3 4
V(A = ———Uint(A = -N Sy s
( Y ) nj(N_].)U t( Yy ) nd(N_].) na Y2—Y1,83
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Estimation de I'évolution de l'indice de Gini

Cas de |'évolution d'une moyenne : estimateur union

> I'estimateur union : A\yum = N(¥s,5, — U1.5,) avec variance
V(Ay™) =
1— 13—nina /N 1—
N (Lh 53, - ol 5,y 4+ 20 82 )
» estimation par bootstrap :
—1int N(n3 — 1) —~uni
V. (A = ——Luim(A avec
( Y ) n3(N—1) znt( Yy )
—~ unit
Uint(Ay ) =
2 (1= 2 — N 1—f 2
N ( nlfl Syl,ss _2“3 :11:22/ Syly2v53 + ngfz Sy2,83)
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Etude par simulation

Une étude par simulations

» On simule 12 populations de taille N = 1000 (Deville, 1997)

_ (k)L
Y1k = N o

ol « est une constante positive permettant de contrdler la
concentration de la variable y;. Plus précisement, I'indice de Gini
coefficient croft avec a.

» On a utilisé 12 valeurs de «, comprises entre 0.1 et 12.5
(0.1;0.25;0.5; 1; 1.5; 2; 3; 4; 5; 7.5; 10; 12.5).

» Les valeurs de la variable d'intérét a la deuxiéme vague sont
simulées selon

Yy = l+yiet+en, h=1,...,12

enk ~ N(0,0%) avec o} tel que R? = 0.8
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Etude par simulation

L'indice de Gini GG et son évolution AG pour les populations

simulées

‘ U1 U2 U3 U4 U5 U6
G 0.0039 0.0185 0.0499 0.1111 0.1607 0.2001
AG | 0.0003 —0.0010 —0.0090 —0.0381 —0.0667 —0.0987

| Ux Us Uy Uio Uiy Uiz
G 0.2574 0.2966 0.3251 0.3709 0.3979 0.4159
AG | —0.1473 —0.1842 —-0.2159 —0.2701 —0.3074 —0.3304
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Etude par simulation

Estimation de G ainsi que de sa variance ("one-sample"

case)

» B = 1000 échantillons aléatoires simple sans remise de taille
n = 50, respectivement n = 200.

» On calcule G ainsi que I'estimateur de sa variance :

> basé sur la linéarisation par la fonction d'influence, vy, (G) ;

» en utilisant |'algorithme de bootstrap, vpwo(G) obtenu pour
C = 2000 réplications;;
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Etude par simulation

Mesures de comparaison

> le biais relatif (Monte Carlo) de v(G)

RB{o(G)} = 100 x B Lbm1 v(Ce) — MSE(G)
MSE(G)

)

MSE(G) est une approximation obtenue a partir de 20000
simulations.

> I'erreur quadratique moyenne (Monte Carlo) de v(G),

B
MSE(v Z — MSE(G)

_ MSE(vswo(G))
MSE(viin(G))
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Definition ndice de Gini
Estimation de I'indice de Gini dans le cas d’ ul échantillon
Estimation de la variance : lir 1 versus bootstrap

Estimation de I’évolution de I'indice de Gini
Etude par simulation

Comparaison pour n = 50 et n = 200

Linéarisation Bootstrap Linéarisation Bootstrap
n=50 n=200

RB RB RE RB RB RE
Uy -4.46 -8.26 0.93 -0.67 -1.48 1.02
Us -2.10 -5.39 0.94 -0.21 -0.78 1.03
Us -1.37 -3.74 0.92 -1.58 -1.91 1.07
Uy 1.76 1.89 0.86 0.44 0.64 1.08
Us 3.94 6.92 0.93 0.60 1.67 1.14
Ug 3.45 8.62 0.97 0.90 2.48 1.13
Uy -0.25 6.86 0.98 -1.67 0.52 1.02
Usg -1.79 5.60 0.97 -4.35 -2.04 0.99
Ug -3.16 4.10 0.96 0.53 3.09 1.04
Uio -9.83 -3.15 0.90 -1.42 1.29 1.03
U1 -15.67 -8.22 0.88 -4.48 -1.50 0.99
Ui -18.66 -10.69 0.84 -4.08 -0.66 0.99
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Etude par simulation

Intervalles de confiance : linéarisation versus bootstrap

» pour n = 50, bootstrap-t (suivi par la linéarisation) donne des
meilleurs résultats que la méthode de percentiles;

» pour n = 200, les méthodes sont équivalentes en ce qui
concerne le taux global de couverture; le bootstrap-t donne
des meilleurs taux de couverture uni-lateraux, excepté les
populations trés concentrées.
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Estimation de I'évolution de G ("two-sample" case)

» On sélectionne B = 1000 échantillons SRS2 de taille
(n1e,n3,n2e) = (200, 50, 200), respectivement
(nl., ns, ng.) = (50, 200, 50)

» Dans chaque échantillon, on calcule ZZ:”” et AG

» Les estimateurs de variance par linéarisation, vlm(@), et
bootstrap vBWO(ZE‘) avec C' = 2000 réplications, sont calculés.

> On utilise les mémes mesures de comparaison : biais relatif (RB),
I'erreur quadrathue moyenne (MSE) et le rapport

RE = UBWO(AG)/UZML(AG)

» On compare les taux de couverture obtenus selon les deux méthodes
(pour le bootstrap-t, on utilise I'approximation de la variance par la
linéarisation).
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Intersection estimateur : (11, 13, 12.) = (200, 50, 200)

Linearization Bootstrap
t-Bootstrap

Pop. RB L U L+U RB RE L U L+U

Sample size (n14,n3,n2e) = (200, 50, 200)
Uy 0.15 3.30 3.60 6.90 -3.74 0.98 3.10 2.20 5.30
Usp -2.17 3.30 2.40 5.70 -3.59 1.06 2.60 3.40 6.00
Us -1.75 2.70 3.60 6.30 -3.98 0.92 2.50 3.40 5.90
Uy 3.32 5.30 2.00 7.30 -0.43 0.87 1.90 2.60 4.50
Us 4.66 3.70 2.00 5.70 2.98 0.91 2.70 3.60 6.30
Ug 1.16 3.60 1.50 5.10 4.73 1.05 2.20 3.70 5.90
Uy 4.77 4.90 2.00 6.90 12.32 1.02 3.40 1.80 5.20
Ug -2.97 3.80 1.50 5.30 10.70 1.19 4.40 2.60 7.00
Ug 3.18 4.10 3.40 7.50 14.09 0.97 5.10 2.90 8.00
Uio -5.19 4.10 5.40 9.50 5.35 0.79 3.90 1.80 5.70
Ui -9.79 3.30 6.00 9.30 2.20 1.03 5.60 2.10 7.70
Uia -17.23 5.30 7.60 12.90 -0.96 1.03 4.20 1.90 6.10
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Estimation de I’évolution de I'indice de Gini
Etude par simulation

Intersection estimator : (11, 13, 12s) = (50, 200, 50)

Linearization Bootstrap
t-Bootstrap
Pop. RB L U L+U RB RE L U L+U
Sample size (n1,n3,n2e) = (50,200, 50)
Uy -1.65 3.20 3.00 6.20 -2.24 1.07 2.10 2.50 4.60
Us -1.49 2.70 2.60 5.30 -0.99 1.07 2.10 2.20 4.30
Us 1.82 3.20 2.60 5.80 1.67 0.89 2.40 3.10 5.50
Uy -1.56 2.30 2.00 4.30 -2.10 1.06 2.90 2.20 5.10
Us 1.00 3.20 2.10 5.30 1.05 1.00 1.70 2.90 4.60
Ug -0.80 2.50 1.90 4.40 -0.89 1.01 3.50 2.30 5.80
Uy 0.35 2.70 2.10 4.80 2.79 1.01 3.00 2.70 5.70
Usg -0.58 1.70 2.70 4.40 5.19 1.11 2.50 2.70 5.20
Ug -0.92 2.60 3.60 6.20 4.30 1.02 3.10 2.40 5.50
U0 -3.14 2.20 4.30 6.50 3.61 1.08 2.70 1.60 4.30
Uil -2.42 2.70 4.10 6.80 1.04 1.02 2.60 1.50 4.10
U2 -1.56 2.40 2.90 5.30 2.93 0.99 1.60 1.10 2.70
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Union estimateur : (11, 13, 12.) = (200, 50, 200)

Linearization Bootstrap
Percentile
Pop. RB L U L+U RB RE L U L+U
Sample size (n14,n3,n2e) = (200, 50, 200)
Uy -6.10 4.50 3.30 7.80 -8.96 1.01 3.70 1.80 5.50
Us -5.95 4.40 4.30 8.70 -6.63 1.05 3.40 3.60 7.00
Us -0.47 2.60 2.80 5.40 -2.96 1.03 6.60 5.50 12.10
Uy 4.46 2.10 3.30 5.40 2,51 0.93 10.50 7.20 17.70
Us 6.66 3.20 1.90 5.10 4.83 0.89 12.70 9.10 21.80
Us 5.91 2.80 1.50 4.30 5.62 0.99 15.90 7.90 23.80
Uy 7.71 2.20 2.50 4.70 6.19 0.97 15.40 4.30 19.70
Ug 4.92 3.50 2.40 5.90 5.29 1.10 18.30 4.30 22.60
Ug 5.11 4.30 2.70 7.00 2.74 0.96 17.20 4.80 22.00
U0 -0.16 4.10 4.20 8.30 -0.71 0.79 18.30 6.90 25.20
U1l -3.35 5.20 2.70 7.90 -2.60 1.06 21.50 8.30 29.80
Up2 -7.52 4.60 4.30 8.90 -2.50 1.06 24.40 10.30 34.70
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Union estimateur : (11, 13, 12s) = (50, 200, 50)

Linearization Bootstrap
Percentile
Pop. RB L U L+U RB RE L U L+U
Sample size (n14,n3,n2e) = (50, 200, 50)
Uy -1.30 2.60 3.20 5.80 -1.95 1.06 0.20 0.30 0.50
Us 1.23 2.30 2.50 4.80 1.05 1.30 0.30 0.60 0.90
Us 0.59 2.70 1.50 4.20 0.28 1.00 1.00 1.80 2.80
Ua -1.23 2.40 2.50 4.90 -1.50 1.08 2.90 1.20 4.10
Us 0.53 2.90 2.00 4.90 1.03 1.11 2.00 1.80 3.80
Us -0.54 2.30 1.30 3.60 -0.22 1.07 4.40 1.30 5.70
Uy 0.05 3.40 2.50 5.90 2.09 1.01 3.40 1.40 4.80
Ug -0.51 2.60 2.50 5.10 3.66 1.09 3.40 1.00 4.40
Ug -1.93 2.00 3.00 5.00 1.40 1.01 5.00 0.40 5.40
Uio -3.48 2.50 2.70 5.20 1.54 1.08 5.50 1.00 6.50
Ui -3.29 2.70 2.90 5.60 -1.06 1.02 5.30 1.70 7.00
Uia -0.58 3.60 2.60 6.20 2.68 0.99 5.70 1.20 6.90
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