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Capitulo 1

Poblacién, diseno muestral, y estimacion

1.1. Poblacioén finita

El objetivo es estudiar una poblacién finita
U={1,...,N}

de tamano N.
La variable de interés y toma el valor yi, k € U.

Vamos a estudiar una funcion de interés de los yy,

ng(yla"'vyka"'vyN)'

El total y la media

Y:Zyka GVZ%ZZM-

keU keU

La varianza

1 _
oy = N >k —Y)*
keu

La cuasivarianza

1.2. Plan de muestreo
Una muestra s es un subconjunto de la poblaciéon
sCU.

Un diseno muestral p(s) es una distribucion de probabilidad sobre todas las muestras posibles
> pls)=1.
sCU

La muestra aleatoria S toma el valor s con la probabilidad

Las variables indicadoras son definidas por :

j 1 silaunidad k € S
71 0 silaunidad k¢ S



La probabilidad de inclusiéon

m=E(Iy) = Pr(k€ 8) =Y p(s).
s2k

La probabilidad de inclusién de segundo orden:

Ty = E(Ik-[[) = Pr(k y l S S) == Z p(S)
sdk,l
Ademés
m(l—m) sik=¢

Ak@:COU(IkaIZ){ The — TRy Slk#é

Si el diseno muestral es de tamano fijo, entonces

E T =1

keU

Z?Tk.gznﬂ'k (COH )7Tkk»=7rk.
Leu

1.3. El estimador de Horvitz-Thompson

El estimador de Horvitz-Thompson viene dado por

Zyk

kes

Vo= Z%
T,
N % ™

El estimador de Horvitz-Thompson es insesgado, si m, > 0,k € U,

5(7) - (5

kesS

- @iﬁ)
_ Zyk

keU
Yk
= —ﬂk
keu Tk
= D
k€U
= Y.
La varianza del estimador de Horvitz-Thompson es
% yk ykyﬂ
Var (Y ) = (1-
g am(Lmm) 3 D A
keU eeU

Se puede demostrar que con un tamano fijo de muestra

Var (1) = 22 3 (%Y A

keU ZGU



La varianza puede estimarse por

(& YeYe Age
v (Y,T> vi 1- . 1.3
o) = ot 2 2 n 3

keS tesS
7k

Si el plan es de tamano fijo,

Tke

) -SEE (R k) =
£k

1.4. Estimacion de N

Como N es un total

N=)"1,

keU

podemos estimar N por el estimador de Horvitz-Thompson

Z—.

keS

1.5. Mala propiedad del estimador de Horvitz-Thompson

El estimador de Horvitz-Thompson tiene una mala propiedad, cuando la variable es constante, y; = C

v _ o=
Zﬂk NZ’]Tk NZ’R’k N

kesS

1.6. El problema de los elefantes de Basu (1971)

The circus owner is planning to ship his 50 adult elephants and so he needs a rough estimate of the total
weight of the elephants. As weighing an elephant is a cumbersome process, the owner wants to estimate the
total weight by weighing just one elephant. Which elephant should he weigh ? So the owner looks back on his
records and discovers a list of the elephants’ weights taken 3 years ago. He finds that 3 years ago Sambo the
middle-sized elephant was the average (in weight) elephant in his herd. He checks with the elephant trainer
who reassures him (the owner) that Sambo may still be considered to be the average elephant in the herd.
Therefore, the owner plans to weigh Sambo and take 50 y (where y is the present weight of Sambo) as an
estimate of the total weight Y = Y1 + Y2 + . . . 4+ Y50 of the 50 elephants. But the circus statistician is
horrified when he learns of the owner’s purposive samplings plan. “How can you get an unbiased estimate of Y
this way 7”7 protests the statistician. So, together they work out a compromise sampling plan. With the help
of a table of random numbers they devise a plan that allots a selection probability of 99/100 to Sambo and
equal selection probabilities 1/4900 to each of the other 49 elephants. Naturally, Sambo is selected and the
owner is happy. “How are you going to estimate Y?”, asks the statistician. “Why 7 The estimate ought to be
50y of course,” says the owner. Oh! No! That cannot possibly be right,” says the statistician, “I recently read
an article in the Annals of Mathematical Statistics where it is proved that the Horvitz-Thompson estimator
is the unique hyperadmissible estimator in the class of all generalized polynomial unbiased estimators.”
“What is the Horvitz-Thompson estimate in this case?” asks the owner, duly impressed. “Since the selection
probability for Sambo in our plan was 99/100,” says the statistician, “the proper estimate of Y is 100y/99
and not 50y.” “And, how would you have estimated Y,” inquires the incredulous owner, “if our sampling
plan made us select, say, the big elephant Jumbo?” “According what I understand of the Horvitz-Thompson
estimation method,” says the unhappy statistician, “the proper estimate of Y would then have been 4900y,
where y is Jumbo’s weight.” That is how the statistician lost his circus job (and perhaps became teacher of
statistics!).



Capitulo 2

Muestreo simple

2.1.
ple m.a.s.)

Muestreo simple sin reemplazamiento (o muestro aleatorio sim-

Definicion 1 Un diseno muestral es aleatorio simple si todas las muestras de mismo tamano tienen la

misma probabilidad de ser seleccionadas.

Existe solamente un solo plan simple de tamano fijo.

p(s) = (

0

(

=Y =3 (V)

sk sdk

donde

Probabilidades de inclusiéon del segundo orde

si#s=n

N\ !
)

en caso contrario ,

() G)

n

-1

n

= —, para todo k € U.

N

N\' /N-2\/N\"" amn-1
wo- -2 (0) -0 0) —se
s3k,0 skt N n—2 n N(N 1)
para todos k # ¢ € U. Luego tenemos,
n(n —1) n? n(N —n) .
- = - — = k#£1
Ag—d TN N NN 1) T 7
n n n(N —n) .
ﬂ—k(l_ﬂ-k):N( _N): N2 SlkZE.
N R | N 1
RS DVl DI i P L
kes 'k keS kes

(2.1)



2.2. La varianza del plan simple sin reemplazamiento

S -1 TN
Var {Yﬂ} - = Z(m—m) Aws

keU LU
k
_ 1 Z yelN yeN QH(N*”)
2 n N2(N -1)
keU LeU
£k
N(N—n
- M 5 Y
kEU LeU
t#k
_ QanSif
N n’

Teorema 1 En un m.a.s., la cuesivarianza de la poblacion es
1 —
2 2 : _ 2

keU

y puede estimarse por

Demostraciéon

2.3. Algoritmo de seleccién-rechazo

Fan, Muller y Rezucha (1962)y Bebbington (1975)

2.4. Planes simples con reemplazamiento

Seleccién con reemplazamiento de manera independiente S las unidades de la muestra son

gl? "'7@1’} "'agm



ALGORITMO 1

Cuadro 2.1: Método de seleccion-rechazo

Definicion k, j : entero; u : real;
k=0;
Jj=0;
u = variable aleatoria uniforme a0, 1[;
n—j seleccionar la unidad k + 1;

Repetir mientras j <n Siu< N—-k |j=j+1,
sino pasar la unidad &k + 1;
E=k+1

Los y; son m variables aleatorias de varianza

keU
Se puede estimar Y sin sesgo por
= 1 1
Yer=—) ¥yi=— Z Yk
im " ke8
La varianza de Y g es
m m 2
= ~ o
Var(Ycr) = —5 ZVar(yz) =— Zoi = Ey

y puede estimarse por
i=1

La varianza del estimador de la media puede estimarse por

3R

Var(Yer) =



2.5.

Comparaciéon de los planes simples

Cuadro 2.2: Planes simples

Plan simple

Sin reemplazamiento

Con reemplazamiento

Tamano de la muestra

Estimador de la media

Varianza del estimador

Esperanza de la varianza

Estimador de la varianza

Ejercicio 1

Seleccione una muestra de tamano 4 en una poblacién de tamano 10 segtin un plan simple sin reemplazamiento
con el método de seleccion-rechazo. Use las realizaciones siguientes de una variable aleatoria uniforme [0, 1]

0,375489 0,624004 0,517951 0,0454450 0,632912
0, 178048.

0,246090 0,927398 0,32595

10

0,645951



Capitulo 3

Estratificacion

3.1. Poblaciéon y estratos

Poblacion U = {1, ..., k, ..., N} dividida en H subconjuntos, Uy, h = 1,.., H, llamados estratos

H
UUn=Uy U, Ui =0,h#i.
h=1

Siendo Ny, el tamano del estrato Uy,.

El objetivo es estimar

H H
Y= =Y =2 Y,
h=1

k€U h=1keUy,
donde
Y, = Z Yk-
keUn
1 1 & 1 &
D DD DI At
k€U h=1keU, h=1
donde Y, es la media calculada en el estrato h
— 1
Y,=—
h N, Yk
keUy,
Ademés, 02 5, Tepresenta la varianza del estrato h
1 2
Uzh = (ye — Yhn)
h ke,
y Sgh la cuasivarianza

La varianza total 02 se logra por

H H

1 = 1 1 -

0'22/: N E (yk_Y)2: N E Nha'?lh"‘ﬁ E Nh(Yh_Y)2.
keU h=1 h=1

Esta igualdad es la descomposicion clasica de la varianza, que se escribe

2 _ 2 2
Oy = Oy(intra) + Oy (inter)

11

(3.1)



donde o2 es la varianza intra-estratos

y(intra)

y Us(inter) es la varianza inter-estratos

(znter) Z Nh Yh -Y

3.2. Muestra, probabilidad de inclusién , estimacién

Un diseno muestral es estratificado si,
- en cada estrato, se selecciona una muestra simple aleatoria de tamano fijo ny,
- la seleccion de una muestra en un estrato es independiente de seleccion de las muestras de los otros estratos.

S representa la muestra aleatoria seleccionada en el estrato h con el plan py(.), donde py,(sp) = Pr(Sh = sp).
La muestra aleatoria total es "
S={J S
h=1

Ademsés, de manera general s representa un valor posible de S donde

H
s = U Sh.
h=1

Figura 3.1: Plan estratificado
Uy U %

El disenio muestral global es p(.) donde
p(s) = Pr(S = s).

Por la independencia de las selecciones en cada estrato, tenemos

H H
(s) = [ pulsn)is = sn-
h=1 h=1

ny, representa el tamano de la muestra en el estrato h, tenemos

H
E np =nmn,
h=1

donde n es el tamano de la muestra.

12



3.3. Probabilidad de inclusiéon

Si la unidad k esta en el estrato h,

np
=—,keU,.
T N, € Un

Para calcular las probabilidades de inclusiéon de segundo orden, tenemos que separar dos casos :

= Fn el caso donde las unidades k y £ estan en el mismo estrato

nh(nh )

NNy =1y F Ve O

Tke =

= Si dos individuos k y ¢ estan en dos estratos distintos,

My = JkeU,ylel,.

NhN

Se logra
np Nh — Np
N, (NNh )
Akgzz A,nh h — Np ik Y, k Y,

0 sikeUpyleU;,h#i.

sif=k,keU,

El m-estimador

Yestrat = Z Yk Z N Z Yk = Z th

kes h=1 " kes, h=1
Yy
Yk Ny, LINRPN
L O S PILC
h=1 " kes, h=1
donde lA/;,, es el estimador del total del estrato h
~ Nh
Y, =— Yk
np
keSy

e Y}, es la media de la muestra en el estrato h

F-ly

kGSh

Como la selecciones son independientes entre los estratos y que los planes son simples en los estratos :

H N H N A% n, )
Var ( Stmt) — Var (Z Yh> =Y Var (Yh) Z Ny S
h=1

h=1 h=1

La varianza de este estimador puede estimarse sin sesgo por

Ny, —nyp, 2
Var ( strat) Z Nh yha

donde

13
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3.4. Plan estratificado con afijacién proporcional

Un plan estratificado tiene una afijacién proporcional, si
np

n
=—,h=1,..,N.
Nh Na PR

Suponemos que nj, = nNp/N son enteros. El estimador del total es

y el estimador de la media

7prop Z Nth - Z Yk,

kES

donde Y, es la media de la muestra en el estrato h e }A/;L es el estimador del total en el estrato h

= 1
I Yk-
h keSy
La varianza del estimador del total se simplifica
VC”"( prop) uh7 (3.5)
y la varianza del estimador de la media viene dada por :
H
= N—-n
Var(Yprop) = ——- > NS, (3.6)
h=1
Si N es grande, th & U§h~
—-n ai(intr’a)
Var(Y prop) ~ nN2 Z Npo2, = B (3.7)

Comparacion del plan estratificado con el muestro aleatorio simple.

= N —no?
Var(Y gs) = v n;y (3.8)
La varianza del estimador de la media puede estimarse por :
H
— = N —n
Var(Y prop) = T > Nusiy, (3.9)
h=1
donde . ~
FREEEE I o
np —

keSh

3.5. Plan estratificado 6ptimo para el total

Neyman (1934)

Se busca la afijaciéon para los tamanos en la muestra ny, ..., ny, ..., ny que maximiza la varianza del estimador
de Horvitz-Thompson para un tamano de muestreo fijo.

Tenemos que minimizar

H
V(l’l’ st'rat Z (310)

14



en Ny, ...,Np, ..., NH sujeta a que
H
E np =n.
h=1

Podemos escribir la ecuacién de Lagrange

H N —n H
LMy, .ynmg, N) = ZNh%Sih +A (Z np — n) .
h=1

h=1

Anulamos las derivadas parciales respecto a los ny € a A, se logra

oL N?
G = S A= 0h=1
h
y H
oL
_— ZTL}L —n = O
o\ Pt
Luego
N,
nh frd ﬁsyh’h == 1, ,H
y H
H
Z”’L = M
h=1 VA
Obtenemos

VA= Zthl NiSyn )
n

y finalmente
nNh Syh

Sohy NuSyn’
Nota

= Hay un problema de redondeo,

= Se puede obtener ny > Np,.

3.6. Nota sobre la optimalidad en estratificacion

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Sea una poblacién dividida en dos estratos H = 2 donde queremos estimar la diferencia D =Y | — Y.

El estimador A ~
D=Y,-Y,.
Como las selecciones de las muestras son independientes entre los estratos

~ = = N1 — N1 2 N2 — N2 o
Var (D) =Var (Y1> + Var (Yg) = N Syl + A Sy2.

Se minimiza (3.17) sujeta a que ny +ng = n y se logra

np = %;7}1:172’

donde X es el multiplicador de Lagrange. Como ny + ne = n, se logra

nSuh
n, = ———— s h = 17 2.
g Syl + Syz

15

(3.17)



3.7. Optimalidad y coste

El problema es estimar un total ¥ para un coste fijado C'. Minimizamos la expresion (3.10) sujeta a que

donde C}, es el coste de la entrevista en el estrato h.

Obtenemos
Nh Syh
VAC)'

H
> G = C,
h=1

donde A es el multiplicador de Lagrange, y

nh: h,zl,...,H,

CNhSyh
V Ch Zf:l NKSyZ V Cé

np =

3.8. Tamano de muestra minimo

Otra manera de abordar el problema es buscar la afijacion que da el tamafio de muestra minimo para una
varianza fijada.

Sea,
ap = Tlh/ﬂ, h = 1a tey Ha
entonces .
> -
h=1
e (3.10),
A N, — na
Var st'rat Z b h S yh* (318)

Buscamos entonces un valor minimo de (3.18) en aq,...,ag, para un valor fijado Var( 5tmt) representado
por V. Sustituyendo (3.18) en Var( Stmt) por V., se logra

H

1
V:EZ hsh ZNhSh,

h=1

lo que se puede escribir
H Nh
e 2=t S (3.19)
V+ Zh:l NhSh

Entonces minimizamos
H Nh SQ
D O/ Y . (3.20)
V+ Zh:l N3 S}

en ay,...,ay, sujeta a que
H
> an=
h=1

y después de algunos calculos, tenemos
NS,
ap = —t 2V (3.21)

Sy NeSye

16



Se logra el mismo tipo de afijacion . Finalmente se puede fijar el tamafio de la muestra

2
(Zf:l NhSyh)
V430, NS,

*

Ejercicio 2
Queremos estimar medias para las empresas de un departamento. Las empresas son clasificadas segun el
volumen de negocios y son clasificadas en tres clases. Los datos de un censo son los siguientes :

Volumen de negocios ‘ Ntumero de empresas

deOal 1000
de1al0 100
de 10 a 100 10

Se quiere seleccionar una muestra de 111 empresas. Si se supone que la distribucién es uniforme en cada
estrato, calcule la varianza del estimador de la media del volumen de negocios para un plan con representacion
proporcional y para un plan estratificado 6ptimo.

17



Capitulo 4

Planes con conglomerados,
multi-etapicos, y multi-fases

4.1. Planes con conglomerados

4.1.1. Notacion y definiciéon
La poblacion U = {1, ..., k, ..., N} se divide en M subconjuntos, U;,i = 1, .., M, llamados conglomerados

M
YUUi=UyUinu; =0,i# .

i=1

El ntimero N; de unidades del conglomerado i se llama el tamano del conglomerado :

M
> Ni=N,
=1

donde N es el tamano de la poblacion U. El total puede escribirse

M M
Y=Y p=> > =) Y
i=1

keU i=1 keU;
y la media
1 M | M
Y = Nzykz NZ Z yk:NZNiyiy
keU i=1 keU, i=1
e Y; es el total del conglomerado i e Y; la media del conglomerado i :

Y, = Z ykai = 13"'3M7
keU,;

_ 1 .
Y, = ﬁ? Z Y, =1,..., M.
keU;

Ademas, 031. representa la varianza del conglomerado ¢
1 2
2 _
Tyi =N > (e —Y)
3
keU,;

2 . .
y S;; la varianza corregida

Un plan es por conglomerados si

18



= se selecciona una muestra de conglomerados sy con un plan py(sy), Sy representa la muestra aleatoria
tal que Pr(St = s;) = pr(sr) y m = #5S1, el nimero de conglomerados seleccionados.

= Todas las unidades de los conglomerados seleccionados son observadas :

Figura 4.1: Plan con conglomerados

U1 U2 U3 U4 U5 Ui—1 UI Ui+1 UM-Z LM-l L1l/|

La muestra aleatoria completa viene dada por

i€ST

1E€ST

El tamano de S es

El tamano de la muestra es generalmente aleatorio.
La probabilidad de seleccionar un conglomerado es

T, = ZpI(S[),i =1,.... M,

S11

La probabilidad de seleccionar dos conglomerados distintos es

Trij = Z p[(sl)ai = ]-7"'7M7j = 17"'7M77; 7&]

$124,J
Si la unidad k esta en el conglomerado i, tenemos
me = 715,k € Uj.
Para las probabilidades de inclusién del segundo orden hay que separar dos casos :
= Siky ¢ estan en el mismo conglomerado %,

wkg:mi,kyéeUi.

= Si ky ¢ no estan en el mismo conglomerado respectivamente i y j,
e = 15,k €Uy y £ € Uj,i # .

Las condiciones de Sen-Yates-Grundy no se verifican.
En efecto, si k y £ € U;, entonces

TR — The = Ty — 7p = —mi(1 — 7).
El estimador de Horvitz-Thompson del total y de la media son

S Y
Y7r = Z .
1€ST Ii

19



La varianza

M M M
Y? Y)Y,
Var( ) - (1—7T[i)+ E tJ (W[ij —7T]i7T']j).
i1 i im1 =1 TIiTT 4
J#i

M M 2
o1 Y, Y
Var(Yy) = 3 E E ( - L ) (Trimrj — Triz)-

Tri TrIg

Estimacion de la varianza

‘76;“(}/}#)1 = Z Y 1—77“ + Z Z YY 7T12j 7TIZ7TI]

™ ™
ZESI i€ST JEST TriT1g Tij
J#i

(4.1)

Cuando el niimero de conglomerados seleccionados es fijo, se puede construir otro estimador de esta varianza

mediante (4.2)

2
Sy j T I — Tlij
Var(Yy) E E ( — ) RECRTN L
TTres
ZESI JEST Tij
J#i

Una aproximacion practica (pero sesgada) es

Var(s = Y- 2 (vi- 7).

i€ST
donde
7 ﬂ_I‘ZjeS crYi/mr

] - 3

! Zjes Crj
y donde

m
Cr; = (1 — W]l)m

En los planes por conglomerados, el estimador de Horvitz-Thompson tiene una mala propiedad.

Si la variable es constante (yr = C, para todos k € U), se logra

—C Z

zESI

7TI1

En este caso, es preferible usar el razéon de Hajek :

-1
N; Y;
- (16251 7T”> (gsjz 7Tn> .

4.1.2. Seleccion de los conglomerados con probabilidades iguales

=b
e

Un plan clasico es seleccionar los conglomerados por un m.a.s. de tamano m.

i=1,.., M,

m(m — 1) i1

= —— ..., M.
TIij M(M*1)7 PR
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El tamafio de la muestra es aleatorio. Su esperanza es
Ems) =B SN ) =3 p2 -
S - % . ’LM M’
1€ST i€Ur
lo que permite construir el estimador de Horvitz-Thompson del total :
~ M
v=""20Y
1EST

y de la media

=D

M —
= N > NY
1EST

La varianza es

M 2
-~ M—-—mM Y
Y)= — Yi—— ) , 4.
Var(Y) 71 mil( M) (4.5)
y puede estimarse sin sesgo por
~\ 2
— ~ M—-—mM Y
I

4.1.3. El plan sistematico

El plan sistemético puede verse como un plan con conglomerados donde se selecciona un solo conglom-
erado.

4.2. Plan bietapico

4.2.1. Poblaciéon, unidades primarias y secundarias

Sea la poblacion U = {1, ..., k,..., N} compuesta de M subpoblaciones, U;,i = 1,..., M, llamadas unidades
primarias. Cada unidad U; se compone de N; unidades secundarias , tenemos

M
> Ni=N,
i=1

donde N es el tamano de la poblacion U.
De manera general, un plan bietépico se define de la manera siguiente :

= Una muestra de unidades primarias es seleccionada con un plan pr(sy). Sr representa la muestra
aleatoria tal que Pr(S; = s7) = pr(sr) y m = #5Sr ;

= Siuna unidad primaria U; se selecciona en la primera etapa U, se selecciona una muestra s; de unidades
secundarias con el plan p;(s;). S; representa la muestra aleatoria de unidades primarias seleccionadas
de manera que Pr(S; = s;) = p;i(s;) y n; = #5S;.
Los planes bietapicos tienen que tener las dos propiedades de invarianza y de independencia. La in-
varianza significa que los planes p;(s;) de la segunda etapa no dependen de lo que paso en la primera
etapa, entonces Pr(S; = s;) = Pr(S; = s;|Sr). La independencia significa que las selecciones de la
segunda etapa son independientes las unas de las otras (como en estratificacion).

S=J s

La muestra aleatoria viene dada por

1EST
Para la variable y, el total se escribe
M M
V=2 w=2 2 w=2Y
keu i=1 keU; i=1
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Figura 4.2: Plan bietapico
U U, U; U, Ug Ui ¥ U Yo Y1 W

donde Y; es el total calculado en la unidad primaria ¢
Y= yri=1,..,M.
keU;

Del mismo modo, la media calculada en la poblacién se escribe

1 1 & 1L
U DI DIPIES PIRLE
keU i=1 keU; =1

donde Y; es la media calculada en la unidad primaria i

Y= Ni > pi=1,..,M.

v keU;
‘751 es la varianza en U,
1 2
2 _
o= 2 W =Yi)",
N;
kEU,
2 . .
y S;; la varianza corregida
S2 = Ni o2
K3 (]
viT N, —1 Y

La muestra aleatoria total esta formada par :

S = U S;.

1E€EST

n = E ng.

1€EST

El tamano de S es

El tamano de S es generalmente aleatorio.

Podemos definir

- mr; - La probabilidad de seleccionar la unidad primaria U;.

- 145, La probabilidad de inclusién del segundo orden para dos unidades primarias U; y Uj.
Estas probabilidades vienen del plan p;(sy). Al final, tenemos

) T mnm st
Ah] { ﬂ]i(l — 7T[i) si j = 1. (47)

- Tk|i, la probabilidad de seleccionar la unidad k£ dado que ¢ ha sido seleccionada
- Tke); la probabilidad de seleccionar conjuntamente k y £ dado que ¢ ha sido seleccionada.

o Wkg‘i—’frk”’frai Slk#f .
Apei = { Wk\i(l — mgs) Gihoy b= 1,...,M. (4.8)
La probabilidad de inclusién de la unidad es

Tk :ﬂ']iﬂ'k‘i,k eU;.

Para las probabilidades de inclusién del segundo orden, hay que separar dos casos :
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= Si dos unidades k y ¢ estan en la misma unidad primaria U;,
Tke = TIiTke|i-
= Si dos unidades k y £ estan en dos unidades primarias distintas , U; y Uj,
Tke = TIij k|75

4.2.2. El estimador de Horvitz-Thompson

El estimador de Horvitz-Thompson del total es

> Yk i
Ve=3> 2 =) —
TIiTk|i icsy TIq

i€Sr keS; v

)

donde Y; es el estimador de Horvitz-Thompson de Y;

s
keS; klZ

y el estimador de Horvitz-Thompson de la media por

= 1
Ve=g o>

: s
i€St kES;

Teorema 2 En un plan bietdpico R
VaT(YTr) =VWVyp+ Ws,

donde Vyp es la parte que se refiere a las unidades primarias
M M

Vop =YY" Y Arijs

LT T
i=1j=1 1713

Vus es la parte que se refiere a las unidades secundarias

M ~
Var(Y;)

Vi :E —_—,

Us L "

9 YrYe .
Var(Vi)=>_ > A =1, M. (4.9)
keU; eeu; Rl

Demostracion
La varianza se divide en dos partes :

Var [?F} =VarE {}Afﬂ\Sl} + EVar {?ﬂ\Sl} )
La varianza de la esperanza condicional es

Srl .

VarE [?AS’I} =VarE

R

i€ST

Por la propiedad de invarianza

E Y, — . — | = -
S 5ls] - X [7]s] - X [F]- 5 2
€S i€ST i€ST i€ST
Luego
M M
~ Y, Y,Y:
VarE {YAS]} =Var L = 9 Agii.
Z.EZSI Tri ; J; Tam
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La esperanza de la varianza condicional es

EVar [)A/ASI] = EVar St

>

™
1EST 1i

Por las propiedades de invarianza y de independencia

% % Var [2}
Var Z - Z Var | — = Z ?

= i€Sy i€S; i

Luego,
N Var [ } M Var {A}
EV =
ar [YASI] E Z ) Z
i€Sr T i=1

donde Var {2} es dado en (4.9). O

Teorema 3 En un plan bietdpico L R A
Vari(Ye) = Vup + Vus

es un estimador insesgado de Var(Yy), donde Vyp es la parte de la varianza que se refiere a las unidades
PriMarias
YY Ayij
Vup=3 > =
1€S JEST Tl i
(con 71 = 7r1i,) Vus es la parte de la varianza que se refiere a las unidades secundarias

: Var (¥,
Vs = 3 LD,

Trs
i€ST Ii

@ 37 Z Z YrYe Akﬁlz

keS; t€S; Tk|iTe|i Trk:ﬁ\z

con Wkk\i = ’/Tk‘i.

Demostracion
Como ~
O Var(Y;) +Y? sii=j
B [Vi¥ils:] = L=
YilSr { YY, Sii# 7,
N YY Ar;
Elipe) = BE| Y Y 2 Al
i€ jEST TIiTIj TIij
YiY; Ar Var(Y;
= By > = 272( )(1*7Thj)
i€ST JEST TLiTIj Tlij 1EST i
M M
Y.V,
= ZZ J A[”JrZVar —1).
=i T TIij
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De otra parte

M
= Zvar(ﬁ
:ZV” +va (1—1).

i=1 Tri
Entonces tenemos R
E[VUP] + E[VUs] = Var[Yﬁ].
O
Es importante ver que Vi p es un estimador sesgado de Vyp y que Vs es un estimador sesgado de Vyyg. El

estimador VU p sobrestima Vi p y practicamente VU p es a veces mas grande VUS
De nuevo, hay un estimador méas practico, pero sesgado

Vars(V;) = Y o (Y Y*) +Z

Z H (yk—yk) : (4.10)

ies; iesSr 't kes; k\l
donde R
= > jes 1Y/
Yi, = Wliﬁ
jes CIj
m
cri=(1—mp)—
i= (1= =
“~ Ekesi CrliYk/ Th)i
k= Tkli
Zk}GSi ck‘i
ng
crli = (1 — g, .
‘2 ( |Z)7’LZ -1

4.2.3. Seleccién de las unidades primarias con probabilidades iguales

En las dos etapas se usa un plan simple.
Las probabilidades de inclusiéon para la primera etapa

mi:%,izl,...,M
y
ﬂ-.._u' LM, 1,..,M,i#j
Iij — M(M*l) ]_ ) J-

Para la segunda etapa n;, La probabilidad de inclusién para todo el diseno muestral

mn;
MN;

T =

El estimador de Horvitz-Thompson es
EPIPILS
M iesy kes,

y su estimador de varianza se simplifica

o~ o M—-m M N; —n;
Var(Y,) = M? s%—i——ZN? L2
Mm miESI
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donde

~ 2
1 ~ Y,
2 T
51 m—1 (Z M) ’
1EST

~ 2
1 Y;
2 Z T

keS;

Se puede coger tamanos de muestras de unidades secundarios proporcionales a los tamanos de la poblacion
N;
n; = nON;
Se logra
o
Tk|i = N,k e U,.
Al final, la probabilidad de inclusion para todo el diseno muestral
nomN;
MN ~

Este plan tiene problemas importantes. El tamano de la muestra ng es aleatorio, y es de media

E(nS)E<Z ”Z) E(Z ”0];\7;> =y no%%: m%Ni.

keSr keSr keUr

T =

4.2.4. Plan bietapico autoponderado

En la primera etapa, se selecciona las unidades primarias con probabilidades de inclusiéon proporcionales al
tamano de las unidades primarias

N;
N

Iy = m,

Se supone 7p; < 1.
En la segunda etapa se selecciona unidades secundarias segtin un plan aleatorio simple sin reemplazamiento
con un tamano de muestra n; = ng constante (en cada unidad primaria).

no
ﬂ—k\i = ﬁ
[

La probabilidad de inclusién es

N; mng mng
szﬂliﬁk\izﬁz N - N ke U.
1

Las probabilidades de inclusién son constantes para todas las unidades primarias de la poblacion.
El plan es de tamano fijo.
El estimador de Horvitz-Thompson del total es :

n kes

4.3. Planes multi-etapicos

Suponemos que tenemos M unidades primarias y que el primer disefio muestral consiste en seleccionar m
unidades primarias con probabilidades de inclusion 7p; para i = 1,..., M. También S representa la muestra
aleatoria de unidades primarias seleccionadas. Suponemos que en cada unidad primaria, se puede calcular el
estimador de Horvitz-Thompson Y; del total Y; para las m unidades primarias seleccionadas. El estimador
de Horvitz-Thompson del total viene dado por




Usando exactamente el mismo desarrollo que por los planes bietapicos, la varianza del estimador de Horvitz-
Thompson es

M M M >
S Y;Y; Var(Y;)
Var(Yz) = L Apij,+y ——=,

y puede estimarse sin sesgo por

(= 3 3 S B 5 Var()

TIiTIj TIij Trq

1€Sr jJEST €St
0 por
—~\ 2 7
— ~ Cri ~ - Var(}/l)
Vara(Yr)a = g 3 <YZ—YZ*> + g P
i€ST Ii i€ST Ii
donde
= djes CriYi/T;
Y =mp—~—"""
Zjescfj
y donde
m

crp = (1— Wli)m~

Conclusion : la expresion es recursiva

El estimador de Horvitz-Thompson y su estimador de varianza se escribe como una funcién del estimador
del total y del estimador de la varianza calculada al nivel inferior.

~

Ay (fqu c Sl) ,
Var(Vs) = Q (E,@(ﬁ;),m,i c 5,) .

— ~

El estimador Var(Y;) puede igualmente escribirse como una funcién de las etapas inferiores.

4.4. Muestreo en dos fases

- En la primera fase, se selecciona una muestra con cualquier plan p;(S,) de tamano n (eventualmente con
un plan multi-etapico).

- En la segunda fase, se selecciona una muestra S segn otro disefio muestral en S, con un plan p(sp|S,) =
PT(Sb = Sb|5a).

El plan de segundo etapa puede depender de lo que pasé en la primera etapa. Tenemos

ok = Pr(k € S,),
T okl :PT‘(]f y € Sa),k 756, CON Takk = Tak,

A, = L Take = TarTar, k#1
akt Wak(l—’frak), k:f

ademaés

T = Pr (]4} S Sb|Sa),
Tkt = Pr (k y € S(,|Sa) ,k 7& f, con Tpkk = Tk,

A, — b TR = Tk k#1¢
bt ka(l—ﬂ'bk»), k?zé

Los mpk, mpke ¥ Apge son variables aleatorias que dependen de S, .
La probabilidad de inclusiéon de la unidad & es

T — ’R’akE(ﬂ'bk).

27



Pero esta probabilidad no puede ser calculada. Se estima el total por

-y Yk
Vp=3 ——
jes, TakTok

que no es el estimador de Horvitz-Thompson, en efecto no se divide los y; por las probabilidades de inclusion.
Este estimador se llama : estimador por expansion. Es insesgado. En efecto,

E(?E)ZEE<Z Yk Sa> :E(k;biic).

TakTbk
La varianza del estimador por expansion Sarndal y Wretman (1987).

keSy

Teorema 4

Var (?E) = Z Z

keU teU

YrYe YrYe
A, E E E —A ;
P ke + ( bké)

keS, (€S, TakTbokTalTbe

Esta varianza puede estimarse por

@,a< ) Z Z YeYe  Dake Z Z YkYe Abké. (4.11)

TakTal TakeT Tk TarThe T
jes, ics, MakTal TakeToke ‘== A== MakMokTalToe Toke
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Capitulo 5

Muestreo con probabilidades desiguales

Brewer y Hanif, 1983, Gabler, 1990

5.1. Informacién auxiliar y probabilidades de inclusiéon

Variable auxiliar  conocida sobre U.
x es aproximadamente proporcional a y.
Seleccion de las unidades con probabilidades de inclusion proporcional a x.

Varianza ,
N 1 )
Var (Yw) == g <yk - ye) (mEme — Tre)- (5.1)
2 TE Ty
keU teU
02k

5.2. Calculo de las probabilidades de inclusién

Calculamos

, para todo k € U.

TEn
T =
Ty

Leu

Algunos de los 7 pueden tener m, > 1.

Estas unidades son incluidas en la muestra con una probabilidad 1.

Se vuelve a empezar el calculo sobre las unidades que quedan.

Al final, tenemos dos grupos :

- un primer grupo de unidades con probabilidades de inclusion iguales a 1

- un segundo grupo con probabilidades de inclusién 0 < 7, < 1 y proporcional a xj.

El problema es seleccionar n unidades con probabilidades de inclusion fijadas con
0 < 7, < 1, para todo k € U, tal que Z T = N. (5.2)
keU

Ejemplo 1.Si N =6,n=3, 21 =1, 20 =9, 3 = 10, x4 = 70, x5 = 90, xg = 120, tenemos

X =) a =300,
keU
y entonces
nTy 1 nxo 9 nx3 1 nzy 7 nxs 9 nxg 6

X 1007 X 1007 X 100 X 107 X 107 X 5>

La unidad 6 es seleccionada (con una probabilidad 1). Luego, volvemos a calcular las probabilidades de

inclusién
> @, =180,
keU\{6}
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y entonces
m—Dx 1 (n—Dag 1 (n—Dlzz 1

Seenier e 90 Xieinger e 107 X pcnqep e 9
(n—Day 7 (n—1zs

=, =1.
ZeeU\{a} e 9 ZZEU\{G} Te
Las probabilidades de inclusiéon son
1 1 1 7 1 1
= —, T2 = < = — = —, 75 = = 1.
1 90a 2 10771-3 97774 97 5 » 76

Dos unidades son seleccionadas con una probabilidad 1. El problema es reducido a la selecciéon de una unidad
en una subpoblaciéon de tamano 4.

5.3. Muestreo con probabilidades desiguales con reemplazamiento

Hansen y Hurwitz (1943).

Sea,
Tk

=, keU,
> reu Te

Pk =

v = E e, con vg = 0.
=1

- u es una variable continua, uniforme en [0, 1]

- se selecciona la unidad k tal que vp_1 < u < vy.

- esta operacion es repetida m veces de manera independiente.
7; es la iésima unidad seleccionada en la muestra

Y es estimado por el estimador de Hansen-Hurwitz

~ 1 & i
Youg =— ) =—.
e

Como

?H g es un estimador insesgado Y. En efecto,
E (Y, ):iiE Y :iiY:Y
HH m 2 o m 2 .

Varianza :

1 yk 2 1 Yk 2
v (S % _p) == U _y .
VarYuul - < ) - Dk (pk ) (5.3)

kEU

y puede estimarse por

5 L S s Y
Var[Yup) = ——— A .
i) = iy 2 (7. =P
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5.4. Plan de Poisson

Cada unidad de U es seleccionada de manera independiente con una probabilidad de inclusiéon my.

The = TKTe,

Ay = mpe — e = 0, para todos k # £.
El disenio muestral viene dado por

p(s) = {Hwk} X H (1 —m) p, para todos s C U. (5.4)

keEs keU\s

En un plan de Poisson, Ag; = 0 cuando k # £,
la varianza del estimador puede ser calculada simplemente

Var [?ﬂ] =3 7”“(1_727’“)@”% (5.5)

T
keU k

y puede estimarse por
2

Var [%] = 3 (1—”*)% (5.6)
k€Se k

5.5. Muestreo de entropia maxima con tamano fijo

Buscamos un diseno muestral con la entropia méxima sobre el conjunto de todas las muestras de U de
tamario fijo n.

Sy = {s|#s =n}.
El problema es maximizar

I(p) ==Y p(s)logp(s),

SES,

sujeta a que

> p(s)=m, vy Y p(s) =1 (5.7)
sdk SES,
seESy

Existe una soluciéon pero es complicada.

eXP Y pcs Ak
ZSEST,, exp ZkES )\k

Un algoritmo (ver Chen y Dempster, y Deville) permite calcular los 75 a partir de los Ag.

p(s) =

5.6. El diseno muestral sistematico

Madow (1949)
Método con tamano fijo.
Tenemos 0 < 7, < 1,k € U con

Z?Tkzn.

Sea
k

Vi = Zﬂ'g, para todos k € U, con V,, = 0. (5.8)
=1

Una variable uniforme es generada en [0, 1].
- la primera unidad seleccionada k; es tal que Vi, 1 < u <V,

31



- la segunda unidad seleccionada es tal que Vi,1 <u+1< Vg, v
- la jésima unidad seleccionada es tal que Vi, 1 Su+j—1<Vj,.

Ejemplo 2. N=6yn=3

™1 2072, Uy’ :0,7, T3 2078, T4 :0,
V1=0,2,V2=0,9 V3 =17V, =2
u = 0, 3658,

Las unidades 2, 3 y 5 son seleccionadas.

Figura 5.1: Muestreo sistemético

0.2 09 17 22 26

El algoritmo puede también ser presentado de la manera siguiente :
Primero, se selecciona la unidad & tal que los intervalos [Vi_1 — u, Vi, — u[ contienen un nimero entero.

Algoritmo de muestreo sistematico

Definicién a, b, u real; k entero;
uw = un namero aleatorio uniforme en [0,1];
a=—u;
b=a;
Repetir para k =1,..,.N | a = a + 7g;
si |a] # |b] seleccionar k.

El problema es que la mayoria des las probabilidades de inclusiéon son iguales a cero.
La matriz de probabilidades de inclusiéon viene dada por :

- 0 0,2 02 0 0
0 - 05 02

0,4 0,3
0,2 0,5 — 0,3 0,4 0,2
0,2 0,2 0,3 — 0 0,3
0 04 04 0 — 0
0 03 02 03 0 —

)

5.7. El método de escision

5.7.1. Escision en dos partes

P ‘. . 1 2 .
La técnica basica es muy simple : cada 7 se separa en dos partes 7r,(c ) y 7r,(€ ) que verifican :

e = Art) 4 (1= s (5.9)

o<rV<iyo<aP <, (5.10)
Sl = T e = 61
keU keU

donde A puede elegirse libremente con 0 < A < 1. El método consiste en seleccionar n unidades con proba-
bilidades desiguales

7Tl(€1), k € U, con una probabilidad A
7r,(€2), k €U, con una probabilidad 1 — A.

32



1

T
™
A 1—-A
i 7'({1) ] i 7T§2) |
7T](€1) 71_l(i2)

Figura 5.2: Escision en dos partes

El problema es reducido a otro problema de muestreo con probabilidades desiguales. Si la escision es tal
que uno o algunos de los 7T](€1) y de los 7T,(c2) son iguales a 0 o 1, el problema de muestreo sera mas simple en
la proxima etapa porque la escisioén es aplicada a una poblaciéon mas pequena.

5.7.2. Escision en M partes
El método puede ser generalizado a una técnica de escisién en M vectores de probabilidades de inclusion.

Primero, construimos los 7rl(f ) y los A\; de manera que

M
doa=1,
j=1
OS)\j <1 (]: 17"'7M)7

M .
Z )\jm(g) = T,
j=1

o< <1 (keUj=1,..,M),
Soal =n(j=1,....M).
keU
El método consiste en seleccionar uno de los vectores w,(cj ) con probabilidades A\; (j =1, ..., M). De nuevo,

los W]({j ) son tales que el problema de muestreo serd méas simple en la préoxima etapa.

5.7.3. Plan con un soporte minimo

(77(1), s T(R) s oy W(N)) representa el vector de probabilidades de inclusiéon. Luego, definimos

A= min{l — T(N_n), T(N—nt1)}5
a 0 sik<N-n
Ty = 1 sik>N —n,
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1

Tk

[y [ ] L

Figura 5.3: Escisiéon en M partes

T k< N-n
@ _ ) 1=
Tr(k) - (k) — A ks N
- 1 > —n.

Ejemplo 1. Suponemos que N = 6,n = 3, m; = 0,07, mo = 0,17, m3 = 0,41, my = 0,61, 75 = 0,83,
mg = 0,91. En este caso, la solucién se encuentra en 4 etapas. El vector de probabilidades de inclusién se
separa en dos partes dadaos en las columnas 2 y 3 de la Tabla 1. Con la probabilidad A = 0,59, la muestra
{4,5,6} es seleccionada y con probabilidad 1 — A = 0,41, otro disefio muestral se aplica con probabilidades
de inclusion dadas por (0.171, 0.415, 1, 0.049, 0.585, 0.780). En la etapa 2, la escision se aplica al vector vy,
en 4 etapas la muestra es seleccionada. El disefio muestral es el siguiente p({4,5,6}) = 0,59; p({3,5,6}) =

Cuadro 5.1: Plan con soporte minima

Etapa 1 | Etapa 2 Etapa 3 | Etapa 4
T | A=0,09 | A=0,585|A=0,471| A =0,778
0,07/0 0,171|0 0,412 [0 0,778 |1 0
0,170 0,415|0 1 1 1 1 1
0,410 1 1 1 1 1 1 1
0,611 0,049(0 0,118 |0 0,222 |0 1
0,831 0,585 |1 0 0 0 0 0
0,911 0,780 |1 0,471 |1 0 0 0

(1-0,59) x 0,585 = 0,24; p({2,3,6}) = (1 —0,59—0,24) x 0,471 = 0,08; p({1,2,3}) = (1 - 0,59 — 0,24 —
0,08) x 0,778 = 0,07; p({2,3,4}) =1 — 0,59 — 0,24 — 0,08 — 0,7 = 0, 02.

El disefio muestral viene dado por p({4,5,6}) = 0,59, p({3,5,6}) = (1-0,59) x0,585 = 0,24, p({2,3,6}) =
(1 —0,59 — 0,24) x 0,471 = 0,08, p({1,2,3}) = (1 — 0,59 — 0,24 — 0,08) x 0,778 = 0,07, p({2,3,4}) =
(1-10,59 — 0,24 — 0,08 — 0,7) = 0,02.
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5.7.4. Escisiéon en planes simples

Este método permite separar el vector de probabilidades de inclusiones en dos partes. Definimos

, N N

y calculamos, para k € U,
M _n @ _Tho Ay
Ty = N ) = "1

Si A = m(1)N/n, entonces wéf; =0;si A= (1 —mn))N/(IN —n), entonces ngz\;) = 1. En la préxima etapa, el
problema se reduce en la selecciéon de una muestra de tamano n — 1 o n en una poblaciéon de tamano N — 1.
En N — 1 etapas, el problema es reducido.

Ejemplo 2 Con los mismos 7 que en el ejemplo 1, el resultado del método viene dado en la Tabla 2. El

Cuadro 5.2: Descomposicién en planes simples

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 Etapa 5
Tk A=0,14 A =0,058 A=0,173 A =0,045 A =0,688

0,07 | 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,17 10,5 0,116 | 0,600 0,086 | 0,5 0 0 0 0 0
0,41 10,5 0,395 0,600 0,383 |0,5 0,358 0,667 0,344 0,5 O
0,611]0,5 0,628 |0,600 0,630 0,5 0,657 0,667 0,656 |0,5 1
0,83 10,5 0,884 |0,600 0,901 0,5 0,985 0,667 1 1 1
0,91 10,5 0,977 | 0,600 1 1 1 1 1 1 1

problema consiste finalmente en seleccionar uno de los 6 planes simples definidos en las columnas de la Tabla
3. A1 =0,14, Ao = (1 —-0,14) x 0,058 = 0,050, A3 = (1 —0,14) x (1 —0,058) x 0,173 = 0,14, Ay = (1 —0,14) x
(1-0,058) x (1—0,173) x 0,045 = 0,03, A5 = (1 —0,14) x (1—0,058) x (1—10,173) x (1 —0,045) x 0,688 = 0,44,
Xe = (1-10,14) x (1 —0,058) x (1 —0,173) x (1 — 0,045) x (1 — 0,688) = 0,200.

Cuadro 5.3: Escisién en N planes simples

ETM =014 =0,050 [ A3 =0,14 [ \s = 0,03 [ \s = 0,44 | \g = 0, 200
1 0,5 0 0 0 0 0
2 0,5 0,6 0,5 0 0 0
3 0,5 0,6 0,5 0,667 0,5 0
4 0,5 0,6 0,5 0,667 0,5 1
5 0,5 0,6 0,5 0,667 1 1
6 0,5 0,6 1 1 1 1

5.7.5. El método del pivote

Solamente dos probabilidades de inclusién son modificadas : 7 y j.
Si m; +m; > 1, entonces

\ = 1—71']‘ ’
2—71'1'—’/Tj
i, ke U\{i,j}
s =21 k=i
7T7;+7Tj—1 k:j,
i, ke U\{i,j}
P = m+m—1 k=i
k ? J
1 k= j.
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Por otra parte, si m; + m; < 1, entonces

A=
T + 75
T ke U\{i,j}
=L mm k=i
k i J
0 k=j,
T ke U\{i,j}
P =20 k=i
T + ;5 k‘:]

5.7.6. Meétodo de Brewer

Brewer y Hanif, 1983, método 8, p. 26.
Brewer, 1975.
draw by draw procedure

z=1

N —1
A= {Z Zi—w;)} ]i—ﬂ'j])'

Luego, calculamos
me(n—1) ) _
, Sk
ST 7]
1 si k= j.
La validez del método se deriva del resultado siguiente :

Teorema 5
N .
Z)\jﬂ'é]) = Tk,
j=1

para todo k =1,..., N,

5.8. Varianza en planes con probabilidades desiguales

Aproximacién de la varianza
S b 2
Var(Y,) = — —yr)°.
ar(V) = 37 2% (o — i)

keU "k
con
o Secu bl
oo etel o
ZéeU be
Nﬂ'k(l - 7Tk)
by = —— >
(N —1)
Estimacion de la aproximacion de la varianza
SN Ck L5\ 2
Var(Y;) = — — ).
ar(Ye) = m (yr — Ji)
keS
con
4 = m s VTt
Zzes be
nm(l — )
Cip = —F———~
(n—1)
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Capitulo 6

Muestreo equilibrado

6.1. Introducciéon

Thionet (1953)
Royall y Herson (1973)
Deville, Grosbras y Roth (1988),
Ardilly (1991),
Hedayat y Majumdar (1995)
Brewer (1999)

Definicion 2 Un diserio muestral p(s) es equilibrado sobre las variables x4, ..., zp, si verifica las ecuaciones
de equilibrio dadas por

X, =X, (6.1)
lo que se puede también escribir
Thi _ ,
I
kes keU

para toda s € S tal que p(s) > 0, y para todos j =1,...,p, o con otras palabras

Var (Xw) = 0.

Ejemplo 3. Un muestreo de tamano fijo es equilibrado sobre la variable x = 7, k € U. En efecto,

Z%:ZI:Zwk:n.

kes kes keU

Ejemplo 4. Un plan estratificado es equilibrado sobre las variables

Sen = 1 sikeU,
=l 00 sik ¢ U

Ejemplo 5. N =10,n = 7,7, = 7/10,k € U,
=k keU.

k
A k,
Y
lo que da que
> k=55x7/10 =385,
keS
ES IMPOSIBLE: Problema de redondeo.
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6.2. Representacion por un cubo

Representacion geométrica de un diseno muestral.

s=(I[1es]..Ikes] .. I[N €s]),

donde I[k € s] toma el valor 1 si k € s y 0 sino.
Geométricamente, cada vector s es un vértice de un N-cubo.

E(s) = Zp(s)s =T,

seS

donde 7t = [mg] es el vector de probabilidad de inclusién.

(o11) (111)

(010)

(110)

/

(101)

(000) (100)

Figura 6.1: Muestras posibles en una poblacién de tamano N = 3

6.3. Muestras equilibradas

Método del cubo
1. fase de vuelo,
2. fase de aterrizaje.

Las ecuaciones de equilibrio (6.1) pueden también ser escritas

Z arcCr = Z aymk (6.2)

keU keU
cr € {0, 1},]€ e,

donde ay, = xy/mk, k € U. (6.2) define un subespacio en RY de dimensién N — p.

El problema
Se elige un vértice del N-cubo (una muestra) que queda en el subespacio Q.

» Si C representa el N-cubo en RY. Los vértices del N-cubo son las muestras de U, la interseccion entre
C'y @ es no-vacio, porque 7t es en el interior de C' y pertenecen a Q.

= La interseccion entre el N-cubo esta un subespacio lineal define un poliedro convexo K que es definido

por
K=CnQ={0,1]"N(mw+Ker A)}

y tiene la dimensiéon N — p.
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Ejemplo 6.
m + 7wy + T3 = 2.
o=,k €U Y Y pegh = 2.

(o11) (112)
(010) (110)
(101)
(000) (200
Figura 6.2: Plan de tamano fijo
Ejemplo 7.
= 6X7my+4Xm3=05.
m 21 =0,00 =6 X7y x3 =4 XT3.
n Gcy + 4c3 = 5.
(o11) (112)
(010) (110)
(101)
(000) (100)
Figura 6.3: Los vértices de K no son vértices del cubo
Ejemplo 8.

7T1+3X7T2+7T3:4.
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(011) (111)

(010)

(110)

(102)

(000) (100)

Figura 6.4: Algunos vértices de K son vértices del cubo y otros no le son

T] =T,Ty =3 X T2y T3 = T3.
c1+ 3co +c3 =4.

6.4. La martingala equilibrada

Definicién 3 Un proceso aleatorio discreto m(t) = [m(t)],t = 0,1,... en RN se llama una martingala
equilibrada para un vector de probabilidades de inclusion T y para las variables auziliares x1, ..., %y, i
1. w(0) =,

2. Elw(t)|m(t — 1), ..., w(0)] = 7(t —1),t =1,2,..

3. m(t) e K ={[0,1]" N (mw+ Ker A)}, donde A es una matrizpx N dada por A = (X1 /7 ... X /7). . .XN/TN) .

6.5. Implementacion de la fase de vuelo
Primero, inicializamos por 7(0) = 7r. Luego, En la etapa t =1,...., T,

1. Definimos un vector u(t) = [ug(t)] # 0 tal que
(i) u(t) es en el nucleo (kernel)de la matriz A,
(#) ui(t) = 0 si 7w (t) es entero.

2. Calculamos Aj(t) y A5(t), el valor mas grande tal que
t

)

t
0<7(t) + M (t)u(t) <1,
0<7(t) — Aa(t)ult) < 1.
3. Elegimos
() = 7(t — 1) + Aj(t)u(f) con una probabilidad g;(t)
| ™(t—1)—=A3(t)u(t) con una probabilidad g¢a(t),
donde

@(t) = A3(8)/{AT(8) + A5(8)}
@2(t) = A (0)/{A1(8) + A5 ()}
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6.6. Meétodo simple.

Definimos un vector v(t) = [vg(¢)].

() = v(t) — aj, Z a,a, Z av(t) keU_q
LeUr—1 LeUs_1
k ¢ Utfl,

donde U, = {k e U|0 < mx(t) < 1} y (ZﬁeUkl agaz) es una generalizacion de > ., | asay.

6.7. Implementacion de la fase de aterrizaje

Sea T la ultima etapa de la fase 1,
y notamos por * = [13] = 7(T'). Sea también U* = {k € U|0 < 7} < 1},
El problema es buscar un plan de muestreo que da una muestra s C U tal que

~ * —
E ap ~ E amrk.f E aLTEk,
kes keU keU
lo que es equivalente a buscar un diseio muestral que da una muestra s* C U* tal que
~ *
E ai ~ E ARy,
kes* keU*
donde s* =U*Ns.

Como q = #U™ es inferior o igual a p,

Solucién
Aplicacion del algoritmo del simplex sobre el programa lineal,

min 3 C()p(s"),
p() s*CU*

sujeto a que

Z p(s*) =7,k €U,

s*2k
0<p(s*)<1,s" CU,

donde C(s*) es el coste asociado a la muestra s*. Este coste aumenta si las ecuaciones de equilibrio (6.1) no
se verifican.

6.8. Varianza en un plan equilibrado

. ~ N E?
Var (Ybal) =Var (Epoiss) = — —gwk (1—mg),
" P Tk
donde
Ek =Yk — X;CB.
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Capitulo 7

Estimacion con informaciones auxiliares
y planes simples

Un estimador de La clase de los estimadores lineales es de la forma

}/}w Z’UJO(S)‘FZU)k(S)yk, (71)
kesS

donde los pesos wy(S) pueden depender de la informacion auxiliar disponible y de los datos observados.

7.1. Postestratificacion

7.1.1. El problema y la notacién

Holt y Smith (1979), Jagers (1986); Jagers, Oden y Trulsson (1985).
La variable auxiliar es cualitativa y puede coger H valores distintos.

Particion de la poblacion U = {1, ..., k, ..., N} en H subconjuntos, Up, h = 1, .., H, llamados postestratos, tal
que

H
UUn=Uy U, Ui =0,h#i.
h=1

El namero de elementos del postestrato es Nj,.

H
SNy = N
h=1
El total en la poblacién puede escribirse :
H H
D ST S5 SETE SN
keU h=1keU, h=1

y la media :

<l

1 1 & 1 &
ZﬁzykZNZZykZNZNhYm
h=1

keU h=1keU,

donde Y}, representa la media del postestrato h

— 1
Yn=— h=1,.,H.
h Nh Z Yk, PRER)
keUy,

Ademas, 03 ,, Tepresenta la varianza del postestrato h

9 1 = \2
- — -V’
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y th la varianza corregida
2 Nn 5

Syh = 7Nh — 1Uyh'

La varianza total 03 se obtiene a partir de la formula clasica de descomposiciéon de varianza.

H H

1 - 1 1 - =

0’; = N E (yr — Y)Q = N E N}La.;h + N E Np(Yh — Y)Q- (7.2)
keU h=1 h=1

7.1.2. El estimador postestratificado

Se selecciona en la poblacién una muestra aleatoria S con un muestreo aleatorio simple .
Las frecuencias de los postestratos ny son variables aleatorias que tienen una distribucién geométrica.
Como m, = n/N, k € U, el estimador de Horvitz-Thompson de Y viene dado por

H ~
?WZ%Z%Z% ; npY p;

kesS =
ny >0

donde Y7, es la media de la muestra en el postestrato h
EEDY
h = o Yk -
keSh
El estimador postestratificado se define por :
H o~
Ypost = Z Nth~
h=1
np >0
Es necesario el conocimiento de las frecuencias de la poblacion N, para calcular este estimador .

Los postestratos tienen que ser bastante grandes

Np
—_ >
nN > 30,

lo que hace que sea muy improbable tener nj nulos.

7.1.3. Propiedad del estimador

H
E(YVpostlnnh=1,... H) = > NEYplnp,h=1,..,H)
nh;,,:>10
H
= D N
h=1
np >0
H
= Y- ) NYu (7.3)
h=1
nh=0
El sesgo se escribe
~ H
EE(Ypoutlnn,h=1,...H) = E[Y = > N,Y,
h=1
np=0

H
= Y- ZNh?hPr[nh = 0}
h=1
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Como los ny, tienen una distribucién geométrica,
Ny, N — Ny,
r n—r
B N
n

(N — Np,)M
N

,r=20,..,n,

se obtiene
Prin, =0] =

donde
=NXx(N-1)x..x(N—-n+2)x(N—-n+1),

lo que da finalmente

(N - N, [n]
E(YVpost) =Y — ZNth [n]’”‘) ~

La varianza

Var(Yypest) = VarEYpos|nn h=1,...,H)
+ EVar(?postmh, h=1,..,H).
Por (7.3),
VarE(Ypest|nn,h=1,..,H) = 0,
y entonces

Var(Ypost) EVar( post|nh,h =1,...H). (7.4)

Condicionalmente a los ny, el plan es m.a.s. en cada postestrato.
La varianza condicional es entonces la misma que para un plan estratificado

Var( post|nh7h _1 Z Nh h' (75)

nh>0

La varianza no-condicional es

< Np —n
h — Tth
VCLT( post) = F th NhTS,gh
’I’Lh_ 0

Q
)=
z
—
=
o)
7N
3 |-
N———
I
—_
——
C’.%
=
=2

Tenemos que calcular la esperanza de ngl. Si

tenemos

b <n1> - B (ﬁ) '

Cuando n es grande, podemos considerar que € esta cerca de cero y usar un desarrollo en serie.

E <nlh> E(jlh)E(1+e+e2).

%

Como
N, N - Np N —

Ny,
E(np) = nW y Var(np) =n— NN N_1 1

44



se obtiene

N2Var(ny)
- 2140
N { BRI
N (N—-N)N N-n
 Npn N} n2(N - 1)

Usando el resultado (7.7) en la expresion (7.6),

Var( post) yh

o o

(7.8)

Esta varianza se compone de dos partes. La primera es igual a la varianza del estimador de Horvitz-Thompson

para el plan estratificado con afijacién proporcional.

-1

EH: N —Nu g
-1) N T
h=1

iN—NhSQ
N Y

Var(}:/poét) _ {N n iNhszh}
Var(Yprop) h=1
H 2
X{N nZNhS5h+( WA
h=1
N N B
= 14— 2,
n(N —1) (hzl yl) h=1
= 1+0(n™).
7.2. Estimacién de calibracién sobre margenes
7.2.1. El problema

Sean dos variables auxiliares cualitativas.

La primera variable permite dividir la poblacién en H subconjuntos Uy , ..

la segunda en I subconjuntos U q,...,U;, ..., U .
U11 U1i Ul[ Ul.
Up1 Upi Unr | Up.
UH1 UH,' UHI UH.
Ui U; U U
Npi = #Upi,h=1,.... Hyi = 1,..., I, (desconocidos)

Ny = #Uy ,h=1,..,H, (conocidos)
N, =#U;,i=1,...,1, (conocidos)
Sea una muestra aleatoria simple de tamano fijo.
El objetivo es entonces estimar el total
Y=Y

keU

i}w = Zwk(s)yk,

kes

El estimador lineal es

5 Uh.a ey UHJ y

donde los pesos wg(S) dependen de los np; y de los totales marginales de la poblacion Ny, y Np,..
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Cuadro 7.1: Frecuencias segin dos variables

ni1 .o N4 . nir ni.
Np1 ... MNpi ... MNpr Nh.
ng1, ... Ng; ... Ngr | Ng.
n1 n.; nr n

Estimador “calado” sobre los margenes.
Idea de calibracion

Ny, = Z 2k,

keU

donde z, es igual a 1 si k € Uy y 0 sino.
El estimador N, Se dice que es de calibracion sobre Ny, si

Nh, = Z’wk(S)Zk = Nh..
keS

7.2.2. Calibraciéon sobre margenes

Deming y Stephan (1940) y Stephan (1942). Frielander, (1961), Ireland y Kullback, (1968), Fienberg, (1970),
Thionet, (1959 et 1976), Froment y Lenclud, (1976) y Durieux y Payen, (1976).

“método iterativo del cociente”

Iterative Proportional Fitting Procedure (IPFP).

“calibracién sobre mérgenes”

Calibracion, tabla de partida

ail . a4 e aiy Q.
(51 -e- Qpi ... QpJ Gp,.
ag1 ... ag; ... agr | ag.
a1 a ; a.y a..

Buscamos una tabla que esta proxima a la tabla de los ap; Con las margenes b, ,h=1,.... H,yb;,i=1,....1.
Inicializacion

b;zoz) = ahi7h - 13 -..,H,i = 1, ,I

Luego se repite los dos afijaciones siguientes para j = 1,2, 3, ....

pi2I ) = p(2i—2) Oh Gy Hi—1...1

)
b2 @i by g g
hi hi b(f]_l)’ 1oy e dy
donde | "
B =30 h=1,.,H,
i=1
y

H
Y =30 =1, 1.
h=1
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El algoritmo puede verse como un problema de optimizaciéon donde se minimiza la entropfia.
Se busca la tabla de los by; que minimiza

a b
DD builog

h=1 =1
sujeta a que
I
> bpi=by h=1,..H, (7.11)
y
H
> bni=bgi=1,.. H (7.12)

Tenemos la ecuacion de Lagrange

E(bhi; Ah» /’L’L)

SRy ()

+ Zﬂi (Z bri — bi) .
=1 \h=1

Anulando las derivadas de £ con respecto a los by;, tenemos :

=0 7.13
o 7 (7.13)

Siap=exp(—1/2—Ap) y Bi =exp(—1/2 — p;), de (7.13), podemos escribir

bhi:ahiahﬁi,h: 17"'7Ha7;: 1""71' (714)

7.2.3. Estimacion de calibracion

Estimador de calibracion

donde

y Shi = Uhi ﬂ S.
El estimador es entonces linear y puede escribirse

donde

Nhi

Los pesos wg(S) son funciones no-lineales de los ny; y de los margenes conocidos.
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7.3. La variable auxiliar es cuantitativa

7.3.1. El problema

Supongamos que el total X de la variable auxiliar x es conocido,
Y=Y

donde z1,...,Zk,...,zn son los N valores tomados por la variable x sobre las unidades de U. Queremos

estimar
Y= E Yk
keU

7.3.2. Notacién

X =N"'X yY = N~'Y representan las medias de las variables = y y en la poblacién. Las varianzas
corregidas son

keU
Y 1
S; = N_1 (z, — X)?
keU
Y 1
Soy = 37 D (k= X)(ys = Y),
keU

la covarianza entre las dos variables.
En un plan simple, los estimadores de Horvitz-Thompson s de los totales son

~ N =
YTK‘ = — Z Y = NYv
n
kes
Y N
)? = — = X
r=—) w=NX,
kes
donde S
Y ==
LS
kes
y

ik

= %Z.’lﬁk

keS

Tenemos igualmente

kes
1 =
$2 = n_lZ(xk—X)2
kes
Y 1
2y = D (er = X) (e = Y).
kes
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7.3.3. Estimacién de diferencia

El estimador de diferencia viene dado por
Yp=Y,+X - X,.

Es un estimador linear con :

w(S) =N/n,keU,y
wo(S) = X — X,

El estimador de diferencia verifica :

EYp)=E(Y:)+EX)—EX;)=Y+X-X =Y.

Como este estimador es insesgado, su error cuadratico medio es igual a su varianza

Var(Yp) = Var(Yy)+ Var(X,) — 2Cov(X,, Yy)

N(N —n)
———— (S + 52 =25, -

Esta varianza puede estimarse sin sesgo por
— ~ N(N —n
Var(Yp) = NN -—n)
7.3.4. Estimacion de razén

El estimador de razon (en ingles ratio estimator) es definido mediante

~ XY,
regr 5(;7#
Este estimador es lineal con
XN
X n

Para calcular el sesgo, tenemos que calcular la esperanza de

~ ~ ~

=~ YT[‘ Y7T - X?T
Va—Y =X _y=x—r_'om
Xr Xr
donde
Y
r=—.
X
Si N
X,—X
€ =
X )
se puede escribir
BN Y, X
YR _Yy = ™ TAg
1+e€
Con un desarrollo de ?R —Y, se logra
YVa-Y = (Yo—rX)(l—c+é—e+...

Q

(Ve —rX)(1—¢)

N ~ X, - X
~ (Yo—rX,)[1-22—2.
: r>( X)
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Si se supone que € es pequeiio cuando n es grande, se logra una aproximacion del sesgo de este estimador
. . - X, - X
EYr-Y) = EY,—rX;) (1 — X>
E(Yy —rXy)
E {ffﬂ()?ﬂ - X)} —E {)?,,()?7, - X)}

%

X

N rVar(Xy) — Cov(Xx, Yy)

~ X

N N(N —n)rS2 — Suy

~ - e .

La esperanza del estimador de razon es entonces dada por
~ N-nrS2—8,
EVr-Y)+Y ~Y + ”TSfXSy.

El sesgo es despreciable cuando n es grande.

7.3.5. Precision del estimador de razon

ECM(YR) = E(Yg — Y)2.
En una primera aproximacion, por (7.15),

~

ECM (Yy) E(Y, —rX,)?

Q

Q

E{(?ﬂ V) — (X —X)}2

Q

Var(?ﬂ) + 7"2Va7"()?,r) — QTCOU(XW, Yy)
N(N —n)
n

%

(SZ+1r2S2 —2rS,,) .

Este error cuadratico medio puede estimarse por

— N(N —
ECM(YR) = NN -—n) (s2 + P2ss — 2Fsay)
n
donde R
. Yr
r=—=.
Xr

7.3.6. Estimacion de regresion

El estimador de regresion viene dado por

donde s
S Say
b= 2
= Y- X
Soy = —— 2 (@n = X)yn
kesS
El estimador es linear con wo(S) =0y
N 1 o (a1 —X)
= T ak
wk(S) " + - 1( ) 5 eU
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No es posible calcular exactamente la esperanza matematica y la varianza del estimador de regresiéon. Pero,

177"eg'r' = ?Tl' + b(X - )?Tr) + (Z) - b)(X - )?Tl')) (716)
donde g
b= ;2'”

Tenemos entonces

y
~ ~ ~ 2
ECMYyeq) ~ E {Y,r FHX — X)) — Y}
N(N —n)
~ — (SZ — 2bSy + szi)
NN —n) o 2
~ - S, (1 —p ) ,
donde
_ Say
P= 5.,
Este error cuadratico medio puede estimarse por
— ~ N(N —n R
EOM (Vregr) = Y =M a0 52),
donde s
A Ty
p= SpSy

La estimacién de regresion puede ser generalizada al uso de varias variables auxiliares

7.3.7. Discusiéon de los tres métodos

Cuadro 7.2: Métodos de estimacion

{7]\[(]\:”) }_1 x ECM

ﬁrzﬂzyk S;

Estimador Definiciéon

estimador HT

de diferencia Yp = l/}ﬂ + X - X,
de razoén ?Tegr = }/},TX/)/(\',T

de regresion Yry = Yo +b0(X — )A(,T)

S2 4 52 - 28,
S2 41252 — 2r8,,

Sy (1= p?)
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7.3.8. Comparacion del estimador de diferencia y del estimador de Horvitz-
Thompson

Var(}/},,) — Var(?D)

N(N —n) N(N —n)
- N omge NN g g2 s,
N(N

x

—n) 2
— - {28, — S2}.
El estimador de diferencia es entonces mejor que el estimador de Horvitz-Thompson cuando
28,y — 52 > 0;

lo que puede escribirse de la forma
1
b> .
2

7.3.9. Comparacion del estimador de razén y del estimador de Horvitz-Thompson

ECM(Yy;) — ECM(Yyegr)

N(N —n) N(N —n)
- S; — " {Sg + 7282 — 27“5’35,/}
~ NN =n) {2rS,, —r°S2}.
n

El estimador de razon es generalmente mejor que el estimador de Horvitz-Thompson cuando
2rSpy — rzSg >0,

es decir, cuando
b>%sir>0yb<gsir<0.

7.3.10. Comparacion del estimador de razén y del estimador de diferencia

ECM(Yp) — ECM(Yyeqr)

N(N —n) N(N —n)

(Si + S:12 - 2Szy) I {Si + 7’253 — ZTSry}

N(N —
~ M {2(1 — 1) Sy — (1 — 7“2)55} .
n
El estimador de razon es generalmente preferible cuando
2(1 = 7)S,y — (1 —7%)S2 >0,
es decir cuando
2(1 —7)b> (1 —1?).

7.3.11. Comparaciéon del estimador de regresiéon con los otros estimadores

ECM(Yy) — ECM (Yyeg,) = p? ECM(Yy) > 0,
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ECM(Yp) — ECM(Yry)

N(N —n) N(N —n)

n (S; + Si —284y) — (1- P2)S§
N(N —n) Say 2
~ — >
(s, - SRz,
ECM(Yg) — ECM (Yry)

N(N — N(N —

S (ST

N(N —

~ ( - n) (rSy — %)2 > 0.
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Capitulo 8

Estimacion con informaciones auxiliares
y planes complejos

8.1. El problema y la notacién

El objetivo es siempre estimar el total

Y => u

keU
La informacion auxiliar viene dada por : J variables auxiliares

L1y Ljyeeey T g-

El valor tomado por la variable x; sobre la unidad £ es xy;.
Xi = (@1, ..oy Thjs -, Thy)' €s el vector de los valores tomados por las J variables auxiliares sobre k.

- 1 .
XJ:NZ%‘: yXj=) ard =1,
keU keU

X:%ZX’“: yX:Zxk.

keU keU

El vector X es conocido sobre la poblacion total.
Dos estimadores

= Kl estimador de regresion :
Sérndal, Swensson y Wretman (1992).

= Calibraciéon
Deville y Sdrndal (1992) y Deville, Sdrndal y Sautory (1993).

Estimadores de la clase de los estimadores lineales

?G = Z wi(S) Y-

kes

8.2. El estimador de regresion

Si existe una relacién lineal entre los X; e yg, se busca el vector de coeficientes de regresion b € R’ que

minimiza: )
Z ek (yx — x:b)7, (8.1)
keU

donde ¢;, es un coeficiente de ponderacién estrictamente positivo que permite dar una importancia particular
a cada unidad. Anulando la derivada de (8.1) con respecto a b, buscamos

Z CeXp (yk — X%b) = 0,
keU
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lo que da

/
E ckxkykzg CLXEX)b.

keU keU
Si
!
T = E CLXEX,
keU
Yy
t= E CkXkYk
keU

y que suponemos que T es inversible, logramos el coeficiente de regresion :
b=T""'t.

Como T y t son totales podemos estimarlos por estimadores de Horvitz-Thompson :

!
-~ CrXEX
T=) -k
T,
kes 'k
Y CLXKY
o~ k&kYk
b=
e
kes F

que no tienen sesgo para T y t. Luego se estima b por

~

b=T"1t.

Atencién b no es insesgado para b.
El estimador de regresion : R R L
Yyreg = Yr + (X — X;)'b. (8.2)

8.2.1. Otra presentacion del estimador de regresion

Y,

greg €8 un estimador lineal

?greg = Z wk(S)yka

kesS
donde 1
wi(S) = — {1 F(X-X)'T 1ckxk}
Tk
Otra presentacion viene dada por
e — XDB4T,- XD
~ €L
= X'b —,
>

kes

donde
=~

er = Yr — X b.
Los e son los residuos : las diferencias entre los valores observados y los valores predichos. En algunos casos
€k
by
kes 'k
es nulo; el estimador de regresion tiene entonces una forma mas simple.
Teorema 6 Una condicion suficiente para que

€k
E -+ —,

iy
kes |k

es que existe un vector A tal que

1
)\/xk = —, para todo k € U.
Ck
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Demostracion

CL 1 =~
) (yk_x;fb)
Tk Tk
kes kes
1 ~
= - (y;€ — ckA/xkx;b)
kes Tk

I
=

/ ’
v Z CkA Xka,T_l/t\
Yy
kes k

i ’ CLXEYk
Ay e

keS

)

|
3

|

S =
|
=

Od
En el caso donde la condicién suficiente del teorema 6 es verificada, el estimador de regresion puede escribirse
simplemente

Yyreg = X'b.

8.2.2. Calibraciéon del estimador de regresion

Un estimador se llama de calibracién sobre un total de una variable auxiliar si es exactamente igual a este
total. Suponemos que calculemos el estimador de regresién para la variable auxiliar x;. El coeficiente de

regresion es
-1
~ CLXpX), CeXEpTk
b_<zkkk> SR —(0...010...0).
Tk Tk
kes kes

El estimador es R R R R
Xjgreg =X, »+ (X — X,:)'b= Xin +(X; - Xjn) =X,

J

8.2.3. Estimaciéon de razoén

El estimador de razon se logra usando una sola variable auxiliar y cogiendo xj = x, ¢t = 1/x). Tenemos

7= 2 kes Y/ Tk _ &
Dhes Th/Th X,
y por (8.2)
U U v Yﬂ' Yﬂ'
Ygreg == Yﬂ— + (X - Xﬂ—)? = XT, (83)

que es el estimador de razon.

8.2.4. Plan simple y estimacién de regresion

El estimador de regresion en el m.a.s. se logra cogiendo 7, = n/N, ¢, = 1, y xx = (1, 2)’. Luego tenemos

N X,
Fo| o N
Xe >k |
kes
N ~
-1 — n n Z T X
-~ N2s2(n—1) ks ’
- X, N
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%\: ﬁ y
VS
keS
r~ N ~ N
T_lf— n Yﬂgzxi _Xﬂ';zxkyk
- N%%(n— 1) kesS ) kesS )
L N*=54,
donde R
o_ n (1§~ X7
Szn—1<ng«3xk N2 )
y o~ o~
XY,
Sey = 7 < Z TrYk — )
kesS

~

Como X — X, = (0,X — X,;)’, tenemos finalmente
~ ~ PN -
Voreg =V (X = Xo) D= Vo (X - X, ) 22

que es el estimador de regresion clésico.

8.3. Estimacion de calibracion

8.3.1. EIl método

Deville y Sarndal (1992) y Deville, Sérndal y Sautory (1993).
La informacion auxiliar usada es un vector de totales conocidos X.
El método de calibracion consiste en buscar nuevos coeficientes de ponderacion.
Estimador lineal que se escribe
Yo => we(S)yr,

kes

donde los wg(5), k € S son los pesos que dependen de la muestra.

Propiedad de calibracion
X = Z WX = X. (84)

Como existe une infinidad de pesos wy, que verifican la relacion (8.4), vamos a buscar pesos proximos a los
pesos ”1;1 del estimador de Horvitz-Thompson , lo que va dar un pequeno sesgo.
Definimos

1
dk:—,keS,

Tk

El objetivo consiste entonces en la busqueda a los pesos w; proximos de los di que verifican la calibracion.
Pseudo-distancia Gy (wy, d), (la simetria no es requerida.)

Gr(wy, dy,) es positiva, derivable con respecto a wy, estrictamente convexa, tal que Gy (dg, dx) = 0.

Los pesos wg, k € S, se logran minimizando

Z Gr(wy, dy)
kes dk

sujeto a que la calibracion sea verificada.
qr coeficientes de ponderacion

Llwp, k€S, N,5=1,. J)

_ ZGk wkvdk Z)‘J {Zwkxijj};

kes j=1 kesS
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donde los A; son los multiplicadores de Lagrange.

OL(wi k€ S, 0.5 =1, T) _ gelwr,di) &
= — )\ cLles — 0, 8.5
owr, ar ]Z—:l JLkj ( )
donde G ( a)
W, d
4y) = 9Ck(wedy)
gk(wka k) awk
Como Gi(.,dy) es estrictamente convexo y positivo y
Gr(dg, dr) =0,
gk (., di) es estrictamente creciente y g (dg, dy) = 0.
Los pesos
J
WE = dka Z )\ja?kj s (8.6)
j=1

donde dj Fy(.) es la funcion inversa de g(., dx)/qx-

La funcion Fj(.) es estrictamente creciente y Fj,(0) = 1,y F}.(.) la derivada de FJ(.) es entonces estrictamente
positiva.

Ademas, suponemos que F(0) = gi.

Ecuaciones de calibracion : ;
> diay; F (Z )\ixkl) =Xj,5=1,.J, (8.7)
kes i=1

que permite obtener los A;.
Con una escritura matricial

Z deka (X;CA) = )(7 (88)

kes

donde A = (A1, .y Ajy oy Ag)'e
Al final,una vez calculado X, podemos calcular el estimador de calibracién :

Yoar = Z dryiFr (x,A) . (8.9)
kES

8.3.2. Eleccién de la pseudo-distancia

dfﬁl + (a0 — 1)dy — awy,
bk ala=T) a € R\{0,1}
G (wr, di) = wklog%erkfwk a=1
k
d
dklog—k—i—wk—dk a=0.
Wi

Si derivamos G*(wy, dy) con respecto a los wy, logramos

1 w;‘i‘*l
k
log% a=1
dy, '

9% (wr, di) =

La inversa de g®(wy, dj)/qr con respecto a wy, es :

Ao FE (1) = { di “V/1+ qula—1) «eR\{1}

dr exp qru a=1.

Segin los diferentes valores de «, logramos varias pseudo-distancias. Les distancias mas usadas son los casos
a = 2 (khi-cuadrado) y o = 1 (entropia).
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Cuadro 8.1: Pseudo-distancias para la calibracion

« G (wg, di) g% (wy, dy,) F(u) Tipo

2 (we—di)” W ] 14 qeu Khi-cuadrad
2ds, dy qk 1-Cuadrado

1 wglog 15—: +dp — wy log 75—: exp(gxu) Entropia

1/2 2(y/wg — Vdy)? 2 (1 - d—’“) (1 — qxu/2)~2 Distancia de Hellinger

wi
0 dilog 1‘%’; + wy, — dy, 1-— :%’Z (1- qku)fl Entropia Inversa
2 2
-1 % ( — i—’%) /2 (1 —2qpu)~Y? Khi-cuadrado inverso

8.3.3. EIl método lineal

Un caso particular importante se logra usando como pseudo-distancia una funcion de tipo chi-cuadrado (caso
a=2):

25

20

15

10

0 10 20 30 40

Figura 8.1: Método lineal : funcion G(wg,dy) con g, =1y d = 10

(wy, — d)?

Gz(wkndk) = 2dk 5

obtenemos una funcién lineal
Fr(u) =1+ gru.

Las ecuaciones de calibraciéon son

J
X = Zxkjdk <1 +qk2)\ixki) =1,
i=1

keS

0, con escritura matricial,

X = X.,r + Z dkxquxﬁc)\
keS

donde X' = (ALs ey Ajy ooy Ag). Sila matriz 3, ¢ dpXrqrXj, es inversible, podemos calcular A

A= <Z dkxqux;€> : (X — iﬂ) . (8.10)

keS

99



0 10 20 30 40

Figura 8.2: Método lineal: funcién g(wy,dy) con g =1y di, = 10

6

4

-4 -2 0 2 4

Figura 8.3: Método lineal: funcion Fj(u) con g, =1

Luego, podemos calcular los wy, mediante

J
wy = dg 1+Qk2)\jﬂjkj

j=1

dy (1 + quxk)

-1
N/
= de§1+ak (X - Xw) <Z deka%) X}

keS

Al final, el estimador se escribe

v, = > wiyk

kes
, -1
= Yo+ <X - XTr) (Z dekaX%) > Xkdkgryi-
kes kes

Si cogemos qr = ¢, k € U.

8.3.4. El método del “raking ratio”

El método del “raking ratio” que incluye el estimador de calibracién sobre méargenes se logra usando una
pseudo-distancia de tipo “Entropia” (caso o =1) :

Gl(wk,dk) = wy, log % + di, — wy.
k

Obtenemos
F(u) = exp gyu.
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0 10 20 30 40

Figura 8.4: “Raking ratio": funcion G(wy,dy) con g =1y d = 10

' ' '
w N [

' '
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-5 0 5 10 15 20 25 30

Figura 8.5: “Raking ratio": funcion g(wg,dy) con g, = 1y di, = 10

70
60
50
40
30
20

10

Figura 8.6: “Raking ratio": funcion Fy(u) con ¢ = 1

Los pesos son siempre positivos.

El estimador viene dado por
J

wy = dgexp | gk Z Ajej |
j=1

donde les A; son calculados por la ecuacion

J
Z drxij exp <q;C /\ixki) =X;,5=1,...,J.
kes i=1

Caso particular : la calibracién sobre méargenes.
En este caso, los zp; son iguales a 1 o 0 segiin que la unidad 4 esté o no en la subpoblacion U; C U. Si,
ademas, qr = 1,k € U, tenemos

we =di ] 8

’L-lUiak
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donde 3; = exp A;. Los §; son calculados mediante la ecuacion

demkj H Bi=X5,5=1,...,J.

kes i|U:ok

8.3.5. El método logit

0 10 20 30 40

Figura 8.7: Método logistico: funcion G(wg,dy) con g, =1, d,, =10, L=0,2y H =3

0
0.1 /

0 10 20 30 40

Figura 8.8: Método logistico: funcion g(wg, dg) con gy =1, dp, =10, L=0,2y H =3

1
O.SJ

-4 -2 0 2 4

Figura 8.9: Método logistico : funciéon Fj(u) con g =1, L =0,2,y H =3

A veces se quiere que los wg no sean demasiado variable.
Es posible imponer que los pesos wy se encuentren entre dos valores Ld, y Hdy (L < 1 < H) usando una
funcioén de tipo logit

G(wk, dk)

be 1
- { akloglikL—l—bklogHil G Ldi <wi < Hdy

00 en otro caso,
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donde 0oL
Wg Wi —
=——-L =H-— A= —————.
a =g~ L 4, T Q- L)(H 1)
Obtenemos
L(H = 1) + H(1 - L) exp(Agyu)
H -1+ (1—L)exp(Agru)

Tenemos Fj,(—o0) = L, Fi(c0) = H. Los pesos obtenidos estan entonces siempre en el intervalo [Ldy,, Hdy].

Fi(u) =

8.3.6. EIl método lineal truncado

Mas simplemente, para restringir el intervalo de soluciones, podemos usar una funcién del tipo

25

20

15

10

0 10 20 30 40

Figura 8.10: Método lineal truncado : funcion G(wy,dy) con g =1, d,, =10, L=0,2y H =3

0 10 20 30 40

Figura 8.11: Método lineal truncado: funciéon g(wg,dy) con g =1, dp, =10, L=0,2y H =3

-4 -2 0 2 4

Figura 8.12: Método lineal truncado: funcion Fj(u) con ¢x =1, L =10,2,y H =3

(wy — di)?
G(wk,dk) _ T Ld, < wp < Hdy,

00 sino.
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Obtenemos una funcién lineal truncada

1+qgu si (L-1)/qgp <u<(H-1)/q
Fk(u): H si U>(H—1)/quH
L si u<(L-1)/q <L
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Capitulo 9

Estimacion de la varianza por
linealizacién

Las funciones de interés estimadas por muestreo son a veces funciones mas complejas que simples totales,
por ejemplo coeficientes de regresion, de correlacion, varianza, indices de desigualdades. Ademés, se usa
generalmente una informacion auxiliar para la calibraciéon de los estimadores, lo que da una forma mas
compleja a los estimadores.

Es posible aproximar la varianza por las técnicas de linealizacién para estimar la precision de estos
estimadores. Las técnicas de linealizsacion han sido introducida por Woodruff (1971). Las aplicaciones en la
teoria de muestreo han sido desarrolladas por Binder (1983), Binder y Patak (1994), Wolter (1985), Deville
(1999).

9.1. Orden de magnitud en probabilidad

Las técnicas de linealizacién estan basadas en los métodos de desarrollo en Serie de Taylor. El desarrollo
se hace con respeto a una variable aleatoria. Para tratar estos problemas vamos a introducir los ordenes de
magnitud en probabilidad

Definicion 4 Una sucesion de nimeros f,,n = 1,2,... es dice que es de orden de magnitud inferior a
hp,>0n=12,.. s

. In

lim =—— =0

oo b,
Se escribe

fn= O(hn) .
Definicion 5 Una sucesion de nimeros f,,n = 1,2, ... esta acotada por h, > 0,n =1,2,..., si existe M > 0
tal que

| fn |< Mhy,
para todon =1,2,.... Se escribe

frn=0(hn).

Se puede también definir el orden de magnitud en probabilidad.

Definicion 6 Una sucesion de variables aleatorias X, converge en probabilidad hacia una variable aleatoria
X si, para todo € > 0,

lim Pr[| X, — X |>¢=0.

n—oo

Se escribe
p lim X, = X,
n—oo
o0 mas simplemente
P
X, — X.
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La convergencia en probabilidad permite introducir la nocién de orden de magnitud aleatoria :

Definicion 7 Sea X,, una sucesion de variables aleatorias, X, se dice que es inferior en probabilidad a
hn, >0, si

p lim == =0.
n

Se escribe
Xn =o0p(hy).

Definicion 8 Sea X,, una sucesion de variables aleatorias, X, se dice que esta acotada por h, > o en
probabilidad por h, > 0 st para todo € > 0, existe un nimero M, > 0 tal que

Pr| X, |> Mch,] <e,

para todo n =1,2,3,... se escribe
Xn =0, (hy).

Teorema 7 Sean X, y Y, dos sucesiones de variables aleatorias, tales que
Xn = Op(hn) € Yn = Op(gn)a

sia es un real o > 0, entonces
(i) a Xy = op(hy),

(it) | Xy |*= op(h3),

(i) XYy = 0p(hngn),

(’L"U) X,+Y,= Op (méx(hn, gn)) .

Demostraciéon
(1) Si X, = o,(hy) € Y, = 0,(gn), entonces

X,
lim Pr [ A > e} =0, (9.1)
y
lim Pr[n >e] =0
n—oo gn
para todo € > 0. Lo que implica que
aX, = op(hy).
(if) Como
X X, |
PTHI’L: >€:|:PT‘Hh: >€oi|7

se obtiene | X,, |*= o,(h%).
(iii) Luego, tenemos que, para todo € > 0,

Pr[ >e} +Pr{ >e} > Pr H‘ > € donde |— >e}
> Pr [ M > 62:| ,
hngn
lo que implica que
XY,
lim Pr H — >62] =0,
n— oo hngn
y
XY, = Op(hngn).
(iv) Al final, X,, +Y,, = 0, (méx(hy, g,)) es obvio. a
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Teorema 8 Sean X, y Y, los dos sucesiones de variables aleatorias, tales que
Xn = Op(hn) eY, = Op(gn)a
st a esun real y a > 0,
aX, = Op(hy),
| Xn |a: Op(h%),
XY, = Op(hngn)»
X, +Y, = Op (méx(hnvgn)) .

Los demostraciones son similares a la precedente. O

Teorema 9 Desigualdad de Bienaymé-Tchebychev (caso discreto) Sean a > 0 y X una variable
aleatoria discreta tal que E[X®] < oo, entonces para todo € > 0 y para todo A € R,
E[|X-Al~
Prix-al>q<ZlX=AT
60&
Demostracion
Si se nota X7, ..., X, ..., X7, a los valores posibles X, se puede escribir

I
E[|X-A["] = > |Xi—A|* Pr[X = X|]
=1
I
= > | Xi—A|"Pr[X =X|]

=1
IX;—Al<e

I
+ > [ Xi— A" PriX = X;]
i=1

IX;—A|>e
I
e Y PriX=X|]

i=1
[X;—Al>e

= Pri|X—A|>¢.

v

Teorema 10 Sea X,, una sucesion de variables aleatorias tal que
E[X?2] = O(hy),
entonces X, = Op(vVhy).

Demostracion

Como E [X2] = O(h,,) entonces existe un M, > 0 tal que

E[X?2] < Mah,
para todo n. Por otro lado, con « =2, A =0,y € = VMpgh,, por la desigualdad de Bienaymé-Tchébichev,
se tiene )
E X
Pr {| X, |> \/MBhn} Pl
Mphy,
Si tomamos, Mg > Mja, se tiene
E[X2] My
= — < (]{7
Mpgh,, Mp —
lo que da
Pr || Xo |2 V/Mph,| <,
y entonces X,, = Op(v/hy,). O
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Teorema 11 Sea X,, una sucesion de variables aleatorias tales que
E [(Xn — E[X,])?] = O(hy),

Y que

entonces X, = Op(vV/hy)

Demostraciéon
Como
E [Xrﬂ =FE [(Xn - E[Xn])Z] + E[Xn]Z = O(hn)a
el resultado viene del teorema 11. O

Ejemplo 9. Sea X, ..., X,,, n variables independientes con la misma distribuciéon de media u y con desviacion

tipica o. La variable
_ 1
Xn =~ Z; X,

tiene varianza

y entonces X,, = O,(n=1/?).

Teorema 12 Sea X, una sucesion de variables aleatorias tales que X,, = xo + Op(hy,), f(x) una funcion
derivable o veces con derivadas continuas en el punto x = xg, y h, una sucesion de nimeros positivos tales
que lim,,_, h, =0,

ol CF(@) (g
FO6) = o)+ 3 (X — a0y T2 10,0,

donde ) (xq) es la i-ésima derivada de f(z) calculada en el punto x = x.

Demostracion
Con un desarrollo en Serie de Taylor, tenemos

=, £ (g (@)
F06) = Jao) + 3 (X — o) Lo 4 ) L2,
=1 : .

donde b varia entre zo y X,,. Puesto que f(®)(.) es una funcion continua, f(®(b) esta acotado, en probabilidad,
ie. f@(b) = O,(1). Se obtiene
o F0)

(Xn = 20) al

= Op(hy)-
O
Teorema 13 Sean X1, ..., Xjn, ..., Xpn, D sucesiones de variables aleatorias tales que X, = xjo+O0p(hy),j =

L,...,p, f(z1,...,zp) una funcion continua cuyas derivadas parciales existen y son continuas en los puntos
;= xjo, ¥ hn una sucesion de nimeros positivos tales que lim, . h, = 0, entonces

f(Xlna"'aX[)n) = f(xloa"'a'rpo)
p
af(mla"'axp)
Jj=1 ax] Tj=Tjo
+ Op(hy)-
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Demostraciéon
Aplicando un desarrollo en Serie de Taylor, se logra

f(X1n7"'7Xpn)
= f('rl())"')xpo)
+ 3 (X — zj0) W
J

Tj=XTj0

p p 2
jn x]O XH’I *1‘10) 0 f(xla-"vzp)
+ ZZ Ox;0x; ’

Ij:bj

donde los b; estan entre X, y x;o. Como en el teorema precedente, (X, — x;0)(Xin — i) = Op (h2) que
multiplica una cantidad acotada en probabilidad. O

9.2. Aproximaciéon de la varianza por linealizacién

9.2.1. Linealisacién de una funcién de totales

El objetivo es estimar la varianza de una funcion de p totales cuyas derivadas existen y son continuas
hasta el orden dos
0=f(Y1,....Y},..Yp).

Para estimar esta funcion, se utiliza el estimador por substitucién

~ o~ ~

é\: f(Yia -'-a}/}a -"Yp)7

donde los Y son los estimadores (eventualmente sesgados) de los Y;. Generalmente los Y son los estimadores
de Horvitz- Thompson pero pueden también ser estimadores de razon, de regresion o mas complejos.

Definicion 9 Si N™%0 estd acotado para todo valor de N, entonces 6 se dice que es de grado a.

Por ejemplo R =Y/X es de grado 0, Y es de grado 1, y = Y/N es de grado 0 (porque es una razon de dos
funciones de grado 1) y Var[Y,] es de grado 2.

En muestreo, no existe una teorfa asintotica general. Existen resultados particulares para los planes
simples (Madow, 1948) y para algunos planos con probabilidades desiguales (Rosen, 1972a, 1972b). Vamos
a suponer que los }A/J verifican las condiciones siguientes :

1. Los Yj son lineales homogéneos, es decir que pueden ser escritos de la manera siguiente

Y= we(S)ykj i =1, ....p, (9.2)

kesS

donde yi; es el valor tomado por la j-isima variable sobre la unidad k. El caso més simple viene dado
por el estimador de Horvitz-Thompson donde wy(S) = 1/m.

;Y _ LY .
N_Op(\/ﬁ>7]_177p

3. Tenemos un estimador de la varianza de cada uno de los 17] que se nota por Var (}Afj) .

—1/2
4. Las Var ( ) (Y Y]) tienen una distribucién normal centrada reducida.
Estas cuatro hipotesis son bastante simple y son verificadas para los planes simples y los planes estrati-

ficados (si el numero de estratos es n) y para los planes con conglomerados (si el numero de conglomerados
crece con n).
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Definiciéon 10 La variable

,keU, (9.3)

P
df(ay,...,a
Uk = E Yk 7f( gaj r)
j=1

es llamada la variable linearizada de 0 = f(Y1,...,Y)).

Teorema 14 Sea vi, k € U, la variable linealizsada de una funcion de interés 6 de grado a estimada por 0,
sobre los dos primeras condiciones, entonces

n

N0 = N0+ N~ (17 _ V) +0, (1) :

donde

V:Z'Uk,

keU

‘7 = Z wk(S)vk,
keS
y los w(S) estdn definidos de la misma manera que en (9.2).

Demostracion
Si se nota Y; = Y;/N, tenemos

o~
~

NG = N °f(V1,.Vj .. ¥)) = N-“f(NY1,.., N}, ... NY ).
La condicién 2 implica que §j =y;+ Op(n’l/z) y con el teorema 13, tenemos
N8 = N “f(NYi,.,NY,,...NY,)
= N %f(Nyi,...,Ny;,...Nyp)

p
o = df(Nay,...,Nay)
A () S
j=1 J
1
+op(n)
= N7 %9

p
N3 (7 - ;) Sl
1

A1=Y1,--,Ap=Yp

a1=Y1,...,ap=Y)p

J
1
+0, ()
_ —a (T 1
= N9+ N T (V-V)+0, (n)
O
Observar que N~¢ (V - V) = Op(n’l/ 2). La varianza del estimador de la funcién de interés puede ser

aproximada simplemente. En efecto,
Var [N _0‘5}

N 1
= Var N9+ NV -=V)+0, (nﬂ

r =~ =~ 1
= Var N*O‘V} +2F [NO‘(V—V) x Op (n)} +FE

v
= V _—
ar Ne

1

Considerando que EO, (n‘3/ 2) es despreciable, se puede construir una aproximacién de la varianza

AVar[g] =Var {‘7} .
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9.3. Estimacion de la varianza

Para estimar la varianza, no se puede usar directamente los vy, porque los v dependen de los totales de
la poblaciéon Y; quienes son desconocidos. Se aproximan los v;, combinado los totales desconocidos por los
estimadores, y Uy es la aproximacion de la variable linealizsada. Deville (1999) ha probado que si el ntimero
de totales a estimar en v, no crece con n, entonces la aproximacion de la varianza lograda con los vy es
vélida para grandes tamanos de muestra._ R

Al final, para estimar la varianza de 6, se usa un estimador de la varianza. Si los Y; son estimadores de
Horvitz-Thompson, se puede usar de manera general el estimador de la varianza de Horvitz-Thompson :

/\2 A~ A~
= [~ v VgV Tge — TETy
Var{@}z E —g(l—wk)—i- E E _RZETRE TRTE
T TET T
kes |k kes tes kT ke
s

Ejemplo 10. El problema mas clasico consiste en estimar la razon R = Y/X y la varianza en un plan
simple. Primero, se define f(a1,a2) = a1/as y entonces

R= f(Y,X).
El estimador viene directamente dado par
PN 4
R=fYV,X)=—=
(Y, X) 3
Luego, se calculan las derivadas parciales
9f(a1,a2) _ 1
aal a1=Y,a2=X X
9f (a1, az) _ 7&
60’2 a1=Y,a2=X X2
y por (9.3), se obtiene
ye Y 1
Vg = X ﬁxk = X (yx — Rxy) . (9.4)
La varianza aproximada se escribe
~ N —
AVar (R) =N n557
donde )
1 \%4 1
[ p— - — ) =— (8?2 -2RS,, + R*S?).
’ N—lkeU<Uk N) XQ(y vt z)

Para estimar la varianza de R, se empieza a estimar los v por

~ 1( ~
v.:7yfR9:>,
k 3 k k

¥, COmo
~ N
V = — D =
=0
kesS
se obtiene el estimador de la varianza
— N — 1 B N—-n1 ~ ~
VAR (R) = N=—" S =N n"7(55—2st+R%§).

n n-—1 2
keSs X
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Ejemplo 11. En un plan complejo con probabilidades de inclusién de segundo orden positivas, se quiere
estimar la varianza del vector de coeficientes de regresion

-1
/
b— (Z CkaXk> Z CLXLYk
T Tk
kes 'k k

kesS

La funcion de interés a estimar es

-1
b= (Z ckxkx;> Z CEXkYk-

keU keU

Si se nota por

/
T = E CLXEX),

keU
el vector de las variables linealizsadas es egual a
_ T—1 T—l / T—l
A\ CeXkYk — CrXE Xy, CkXEYk
keU
-1 /
= T “xuer (yp —x3b) .
Si se nota por e = yi — x}.b, tenemos
Vi = Tflxkckek. (95)

Al final, se estima vy por

~

Vi = T_lxkck/e\k,

Z CLXEX],
Tk ’

keS

donde

=)

~ IEN
er = Yr — X b.

9.4. Linealizacién por etapas

9.5. Descomposicién en etapas de la linealizacion

La técnica de linealizacion puede ser aplicada por etapas. Suponemos que § = f(¥7,...,Y;, ..., Y, A)
donde A es también una funcién de totales de la qual conocemos la variable linealizada wug, entonces es facil
demostrar que la linealizada de 6 puede escribirse de la forma

8f(Y1, ...,Y;,, Z)

+u .
k 0z =

p
of(ai,...,ap, A
v/g:E Ykj —f( laa- = )
j=1 ’

a1:Y1,.‘.,ap:Yp

Ejemplo 12. Para un plan con probabilidades de orden 1 y 2 conocidas, queremos calcular la varianza del
cuadrado del estimador de razéon de Hajek dado por

-1

Va= (S L Yr

e (za) B
€S keS

Se observa que la linealizada para la media y = Y/N se deduce de la linealizada de un razon (9.4) :
1
ue = 5 (yk —y)-
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Aplicando el método de linealizacién por etapas, la linealizada de y? es

2
UkZQYUkZWy(yk_Y)~

Se estima vy, por

=b

. 2

Vg = A (yk—?H)-

2>‘

9.6. Linealizacion del estimador de regresion

El estimador de regresion se definio en (8.2) :

Podemos escribirlo de la forma, A
}/greg = f(YTrvtx-rra b)

Este estimador depende de dos totales }A/;,, fm, y de b del cual conocemos la linealizada (9.5). Si se usa la
técnica de linealisacion por etapas f(Y,t,,b), se obtiene

U = Yk — X;vb —+ (tx — tm)’vk
= yr—x;b (9.6)
€k,

donde vy es la linealizada de b que no interviene en la linealizada de uj. El estimador de la linealizada es
entonces

~ ~ IEN

Uk = € = Yk —Xkb.

La varianza puede ser estimada simplemente mediante el residuo de la regresion.
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